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Przewodnik po dokumencie

Niniejszy dokument sktada sie z czterech gtéownych filarow oraz warstw wprowadzajacych,
ktére stopniowo przechodza od klasycznej przestrzeni liczb do pelnej relacyjnej struktury
pierwszosci. Ponizszy przewodnik ma poméc w nawigacji, lekturze i rozumieniu kolejnosci
idei.

Jak czytaé dokument

o Jesli cheesz zobaczy¢ jedynie konstrukcje pierwszosci — przejdz od razu do Filara 1.

o Jesli cheesz zrozumieé gestosé, genealogie i strukture przetrwalych — zacznij w Filarze
2.

o Jedli interesuje cie aspekt harmoniczny, widmo eliminacji i zgodnos¢ z funkcja dzeta —
przejdz do Filara 3.

o Jedli interesuje cig model falowy, ciagta dynamika i geometryczna interpretacja — idz
do Filara 4.

o Jesli cheesz zobaczy¢ catos¢ jako jedna zamknicta strukture — przejdZz na koniec do
,Cztery filary porzadku liczbowego — petna struktura”.

Struktura dokumentu

Przedmowa Krotka nota historyczna pokazujaca, skad biora si¢ intuicje i pytania, ktore
doprowadzity do modelu strukturalnego.

Skorowidz terminéw Zbiér najwazniejszych poje¢ wprowadzonych w pracy. Warto tu
zajrzet w trakcie lektury.

Przestrzen liczb naturalnych Wprowadzenie do klasycznej przestrzeni arytmetycznej,
potrzebne, aby jasno pokazaé, co ulega uogdlnieniu w przestrzeni strukturalnej.

Przestrzen strukturalna Pierwsze pelne przedstawienie przestrzeni relacji, w ktérej defini-
cje nie odwotuja sie do wartosci liczbowych, lecz do cykli i wielokrotnosci. Rozdziat wyjasnia
fundamentalne zatozenia przejécia z wartosci na strukture.

Arytmetyka strukturalna Operacyjne zasady dziatlania w przestrzeni strukturalnej: wie-
lokrotnos$ci, eliminacja, zrodta, pojawienie si¢ pierwszych. Z tego miejsca zaczyna si¢ ttuma-
czenie, dlaczego klasyczna arytmetyka jest jedynie etykieta zewnetrzna.

Wizualizacja pojecia pierwszosci Zbior graficznych przyktadow i animacyjnych analogii,

ktére pokazuja, jak dziataja cykle, uderzenia i interferencje bez potrzeby odwolywania sie do
liczb.
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Cztery filary

Filar 1: Eliminacja i kongruencyjne nakladanie Najbardziej konstrukcyjny rozdziat
dokumentu. Pokazuje:

« jak powstaje pierwszos¢ przez eliminacje ztozonosci,

e jak wyglada pelny mechanizm nakladania wzorcéw kongruencyjnych,
o dlaczego granica 2P, jest deterministyczna,

« jak powstaje lokalno—addytywne ujecie hipotezy Goldbacha.

Jesli szukasz fundamentu catej teorii, to jest wlasnie tutaj.

Filar 2: Gestosc liczb pierwszych Rozdzial pokazuje, ze gestosé jest konsekwencja filtracji
wzorcow eliminacyjnych. Wprowadza genealogie i operator podziatu przestrzeni. Pokazuje
zgodnos¢ konstrukcyjna z twierdzeniami klasycznymi.

Filar 3: Spektralna projekcja struktury Analiza harmoniczna rytmu eliminacyjnego:
operator harmoniczny, suma wzorcowa Dirichleta, zgodnos¢ z zerami funkcji dzeta. Tu poja-
wia si¢ relacyjny odpowiednik analitycznej RH.

Filar 4: Model falowy liczb pierwszych Uogolnienie cykli do fal, analizowanych w czasie
i fazie. Rozdziatl taczy poprzednie trzy filary w jedno zjawisko dynamiczne.

Cztery filary porzadku liczbowego — pelna struktura Synteza. Pokazuje, jak elimi-
nacja, gestos¢, interferencja i fala tworza jeden spdjny, zamkniety system relacyjny.
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Przedmowa — Nota historyczna

Rozwazania nad liczbami pierwszymi siegaja starozytnosci. Juz Euklides, w Elementach (ok.
300 p.n.e.), dowiédl, ze zbior liczb pierwszych jest nieskonczony. W III wieku p.n.e. Erato-
stenes z Cyreny opracowat klasyczne sito Eratostenesa — algorytm iteracyjnego usuwania
wielokrotnosci liczb pierwszych w celu ich wylonienia.

W kolejnych wiekach teoria liczb rozwijata sie w kierunku analitycznym. Liczby pierwsze
zaczeto traktowacé statystycznie, badajac ich rozmieszczenie za pomocyg funkcji takich jak
funkcja liczby liczb pierwszych 7(x) oraz asymptotycznych zaleznosci w rodzaju m(x) ~ ﬁ
(Gauss, Legendre, Riemann).

Jednak zadna z tych metod nie dawata konstruktywnej odpowiedzi na pytanie: dlaczego
liczby pierwsze sa rozmieszczone wlasnie w taki sposob.

Niniejsza praca podejmuje probe ujecia pierwszosci w sensie strukturalnym, a nie war-
tosciowym. Punktem wyjscia sa klasyczne twierdzenia i narzedzia teorii liczb, traktowane
jednak wytacznie jako etap przejsciowy w kierunku bardziej ogdlnej analizy. Pierwszos¢ zo-
staje rozpatrzona jako wtasnos¢ wynikajaca z relacji i struktur eliminacyjnych, ktére zacho-
wuja zgodno$é z definicjg liczb pierwszych w przestrzeni liczbowej, a jednoczesnie pozwalaja
rozszerzy¢ analize na szersze uktady relacyjne i strukturalne.

Od tego rownania wszystko sie zaczelo. Z pozornie banalnej sumy testow podzielnosci
narodzit sie pomyst, ze pierwszo$¢ moze byc zjawiskiem strukturalnym, a nie wlasnoscig
liczby.

LeP < > [pIL]=0

p<VL
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Skorowidz terminoéw

« Wzorzec eliminacyjny (wzorzec kongruencyjny) — uklad zaleznosci okreslajacy,
ktore liczby pozostaja po zastosowaniu eliminacji wzgledem znanych liczb pierwszych.
Odpowiada rodzinie kongruencji

n#0 (modp) dlakazdegope€ P,
gdzie P oznacza zbiér istniejacych liczb pierwszych.

« Cykl eliminacyjny (okres kongruencyjny) — powtarzalna struktura oparta na naj-
mniejszej wspélnej wielokrotnosci lem(P), bedacej iloczynem elementéw zbioru P, po-
niewaz dla liczb pierwszych lem(P) = [[,cpp. W tej strukturze proces eliminacji i
przetrwania liczb uktada sie w periodyczny wzorzec kongruencyjny. Stanowi analog klas
reszt modulo lem(P) i wyznacza minimalng jednostke powtarzalnosci danego wzorca.

» Gloska (element slupka binarnego) — pojedynczy bit (cyfra binarna) w cyklicznym
wzorcu eliminacyjnym. Reprezentuje pozycje liczby w cyklu, przy czym kazda liczba
pierwsza p jest odwzorowana jako wektor binarny dtugosci p z jedynka na pierwszej
pozycji i zerami w pozostatych.

Przyktad: liczba pierwsza p = 5 jest reprezentowana jako stupek (1,0,0,0,0), a kazda
z cyfr tego stupka to gloska. W trakcie dziatania algorytmu stupek podlega cyklicz-
nej rotacji, a eliminacja liczby nastepuje wtedy, gdy aktualna gltoska ma wartosé
1, co odpowiada wystapieniu wielokrotnosci liczby pierwszej.

Uwaga: Cho¢ podziatl liczby pierwszej na gloski ma charakter konstrukcyjny, stanowi
podstawowy element modelu algorytmicznego, umozliwiajacy operowanie na poziomie
pojedynczych krokéw (pozycji) w cyklu oraz efektywne, réwnoleglte wykrywanie elimi-
nacji.

« Efekt konstruktywny (stabilizacja pozycji przetrwaltych) — zjawisko, w ktérym
naktadanie kolejnych wzorcéw eliminacyjnych prowadzi do zwigkszenia liczby pozycji
nieeliminowanych. Formalnie odpowiada wzrostowi liczby wspdlnych rozwigzan uktadu
kongruencji.

» Efekt destrukcyjny (redukcja pozycji przetrwaltych) — zjawisko, w ktérym wpro-
wadzenie nowych warunkéw kongruencyjnych powoduje eliminacje czesci weze$niej nie-
eliminowanych pozycji. Formalnie odpowiada zmniejszeniu liczby wspélnych rozwiazan
uktadu kongruencji.

» Rozszerzanie wzorca (iteracyjne uzupelnianie zbioru) — proces dodawania do
zbioru P nowych liczb pierwszych, ktére nie zostaly wyeliminowane w danym zakresie.
Formalnie odpowiada uzupetlianiu ciggu P o elementy wzglednie pierwsze wzgledem
wszystkich p € P.
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« Granica komplementarno$ci (strukturalna granica eliminacji) — fundamentalna
granica zakresu, w ktorym wzorzec eliminacyjny zbudowany na bazie liczb pierwszych
P = {p < Puax} jest w stanie wygenerowaé wszystkie liczby ztozone w danym prze-
dziale. Ma ona ogélng postac

Pmin ' Pmaxa

gdzie Py, jest najmniejsza liczba pierwsza w systemie (w praktyce 2), a Pyay najwieksza
liczba pierwsza znana na danym etapie procesu.

Znaczenie strukturalne: granica wynika z hiperbolicznej geometrii iloczynéw pm oraz
z zasady komplementarnosci rozktadu: aby wszystkie liczby w rozwazanym zakresie
mogty byé¢ ztozone wytacznie z czynnikow z bazy P, ich czynniki muszg zawieraé sie
w przedziale od P, do Phayc. Prowadzi to do maksymalnej wartosci n = Ppyin Proax,
bedacej konstrukcyjna granicg pelnego pokrycia.

Relacja z klasyczng formq twierdzenia typu Betranda: poniewaz w typowym ukladzie
liczb pierwszych zawsze zachodzi P.;, = 2, granica ta przyjmuje postac

Pminpmax = 2PmaX7

co zbiega si¢ z klasyczna granica znang z twierdzenia typu Betranda. W niniejszym uje-
ciu stosowana forma 2P, jest wiec jedynie szczegdlnym przypadkiem bardziej ogdlne;j,
strukturalnej zasady Py Puax-

« Interferencja wzorcéw eliminacyjnych (cykliczna kolizja wzorcéw) — zjawisko
powstajace przy naktadaniu sie dwoch lub wiecej niezaleznych wzorcow eliminacyjnych
o roznych okresach kongruencyjnych. Interferencja prowadzi do lokalnych przesunie¢ w
uktadzie pozycji nieeliminowanych, powodujac efekty konstruktywne lub destrukcyjne.

Matematycznie zachodzi w punktach spetniajacych zaleznosé:
n==k-lem(Pg) £ m-lem(Ps), k,m €N,

gdzie P4, Pg C P sa zbiorami generujacymi niezalezne wzorce eliminacyjne.
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Przestrzen liczb naturalnych

Przestrzen liczb naturalnych stanowi baze wyjsciowa klasycznych poje¢ i narzedzi teorii liczb.
W niniejszym ujeciu jest ona rozpatrywana niezaleznie od rozréznienia na liczby pierwsze i
ztozone, poniewaz pojecia te zostang w dalszej czesci wchtoniete przez ogdlniejsza przestrzen
strukturalng.

Przestrzen liczb naturalnych mozna traktowac¢ jako szczegdlny przypadek przestrzeni
o podstawie 1, w ktorej relacje wartosciowe wyznaczaja tradycyjna arytmetyczna postac
uktadu. Na tej bazie formutowane sg aksjomaty opisujace jej wewnetrzng strukture.

Aksjomat 0.1 (Zrédla). Istnieje nieskonczony, $cisle rosnacy ciagg liczb catkowitych wigk-
szych od 1:

P:{p17p27p37"'}a p1:2a

taki, ze zaden element pj nie nalezy do zbioréw wielokrotnosci wezesniejszych zZrodet:

et UM, M,={k-p:keN}

i<k

Zbioér P stanowi zbioér Zrodel przestrzeni, a kazdy element py generuje wtasng linie wielokrot-
nosci M, .

Aksjomat 0.2 (Generacja przestrzeni). Kazdy element przestrzeni liczb naturalnych wiekszy
niz 1 nalezy do jednej z linii wielokrotnosci zrodet:

N>1 = U Mp.

peEP
Oznacza to, ze przestrzen jest w petni generowana przez zrodta P oraz ich wielokrotnosci.

Aksjomat 0.3 (Relacje miedzy Zrédtami). Przeciecia linii wielokrotnosci dwéch réznych
zrodet wyznaczajg punkty wspolne przestrzeni, w ktorych ich dziatania naktadaja sie. Kazde
takie przeciecie ma postac:

M, 0N M, = {k-lem(p;,p;) : k € N}

Zbiér tych przecie¢ okresla relacyjng strukture przestrzeni i stanowi podstawe dla pdzZniejszej
analizy interferencji wzorcow eliminacyjnych.

Remark 1 (Konsekwencje). Z przyjetych aksjomatéw wynikaja nastepujace wlasnosci prze-
strzeni:

« Element nalezacy wylacznie do jednej linii M), stanowi potege Zrodia p.

o Element nalezacy do wielu linii jest punktem przecigcia; miejsca te wyznacza uktad
najmniejszych wspolnych wielokrotnosci.

o Nie istnieje potrzeba osobnej definicji ,liczb ztozonych” — pozycje te sg jedynie efek-
tami relacyjnymi nalezenia do wielu linii zrédet.
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Siatka cykli i rafinacja (wersja bez wartosci)

Przestrzen faz i rytm bazowy

Definicja 0.1 (Rytm bazowy i dwutakt). Niech P bedzie rodzina zrodel; z kazdym p € P
zwigzany jest cykl C, o okresie 7,. Rytm bazowy Tp to najmniejszy wspolny czas powrotu,
przy ktorym wszystkie cykle {C), : p € P} powracaja do swoich faz poczatkowych. Dwutakt
to okno dtugosci 2 7p, w ktérym rozrozniamy klasy parzystosci jako osobny pottakt.

Definicja 0.2 (Funkcje uderzen). Dla kazdego p € P definiujemy gloskowq funkcje hy, : & —
{0, 1}, periodyczna o okresie 7, ktéra przyjmuje warto$¢ 1 w fazie eliminujacej (uderzenie)
i 0 poza nia. Przestrzen faz ® rozumiemy jako cykliczng tasme parametréw czasu/fazy, bez
etykiet liczbowych.

Maski i kandydaci

Definicja 0.3 (Maska pojedyncza i maska kolizyjna). Maskq pojedynczq nazywamy h;'(1)
dla p € P. Siatka (maska) kolizyjna to zbiér faz, w ktérych co najmniej dwa zrodia uderzaja
réwnoczesnie:

AP) == {p€®: Ip£qgeP hy(d) =hy(¢) =1}.

Propozycja 1 (Periodyczno$¢ maski). Maska A(P) jest periodyczna z okresem 7p, a w
dwutakcie powtarza sie z okresem 2 7p.

Definicja 0.4 (Rafinacja rytmoéw). Niech P bedzie rodzing zrédet o okresach {7, : p € P}.
Rytm bazowy Tp jest najmniejszym wspolnym okresem wszystkich rytméw zrodtowych:

TP = 1cm<{7p ‘pE 73})

Kazdy rytm zrédlowy 7, stanowi podzial (rafinacje) rytmu bazowego, a cykle C, sa jego
podstrukturami fazowymi o wspolnym poczatku.

Definicja 0.5 (Tto kandydatéw). Niech @, := [0,2 7p) oznacza jedno okno dwutaktu. Kan-
dydatami nazywamy fazy, ktére nie sg przykryte przez zadne uderzenie pojedyncze:

UP) = 0\ | by (1),

peEP

Remark 2 (Interpretacja). U(P) to ,puste miejsca” po pelnym natozeniu wzorcéow poje-
dynczych; A(P) to ,kolizje” (interferencje) wzorcéw. W tym jezyku nie odwotujemy sie do
wartosci N ani kongruencji (mod -); méwimy wyltacznie o pozycjach fazowych i ich pokry-
ciach.
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Synchronizacja i rafinacja

Definicja 0.6 (Operator rafinacji). Dodanie nowego zrédta g definiuje operator

Rg (P, {hp}pep) — (@', {hp}pEPU{q})a
ktéry modyfikuje przestrzen faz w sposéb nastepujacy:
[(D)]

1. @' jest cyklicznym usieciowieniem ® o drobniejszej rozdzielczosci faz, powstatym przez
synchronizacje z cyklem zrodta ¢;

2. kazda klasa faz w ® rozszczepia sie w @' na ¢ réwnych podklas;
3. funkcja h, przyjmuje wartos¢ 1 doktadnie w jednej podklasie kazdego rozszczepienia.

Propozycja 2 (Monotoniczno$¢ pokrycia przy rafinacji). Niech ¢ bedzie nowym zrédlem,
a ®' — przestrzenia po zastosowaniu operatora R,. Wtedy dla kazdej fazy ¢ € @ i jej
rozszczepien {¢'} C ' zachodzi

Ur'm < U h'Q),

peEP pePU{q}

co oznacza, ze proces rafinacji zwigksza pokrycie przestrzeni faz. W szczegoélnosci zbiér kan-
dydatéw nie rosnie:

UP U{q}) cUP),

po odpowiednim odwzorowaniu kandydatéw z & do P’.

Interferencja jako mechanizm przesuniec

Definicja 0.7 (Wierzchotki synchronii). Niech S C P bedzie podzbiorem zrédel. Wierz-
cholkiem synchronii nazywamy jedyna (w jednym cyklu ztozonym) faze, w ktérej wszystkie
funkcje {h,}pes jednoczesnie przyjmuja warto$é 1:

{pe®: Vpels, hy(p) =1}

Propozycja 3 (Lokalizacja zaburzen). Niech A, B C P beda dwiema podrodzinami 7Zrédet.
Réwnoczesne uderzenia h, dla p € AU B pojawiaja si¢ cyklicznie w wierzchotkach synchro-
nii Sync(A U B) w cyklu ztozonym. Punkty te stanowia miejsca interferencji destrukcyjnej
(lokalne spadki liczby kandydatéw), natomiast obszary pomiedzy nimi moga wykazywaé in-
terferencje konstruktywng — stabilizacje lokalnych uktadéw fazowych.

Izolacja trwata i ,,pierwszos¢”

Definicja 0.8 (Izolacja trwala (ujecie bezliczbowe)). Faza ¢ € @4 jest trwale izolowana, jesli
dla kazdej skonczonej sekwencji rafinacji Ry, o - -- o R,,, zadna z powstalych faz potomnych
#™ nie zostaje przykryta przez zadne pojedyncze uderzenie .



Struktura liczb pierwszych — cztery filary 14

Twierdzenie 0.1 (Kryterium pierwszosci jako izolacja). Fazy trwale izolowane sq¢ dokladnie
tymi pozycjami, ktore odpowiadajq liczbom pierwszym w klasycznym opisie. W szczegdlnosci,
w kazdym kroku rozszerzania zbioru Zrodel pozostajqg one kandydatami i stajg sie mowymi
Zrodtami ppq.

Propozycja 4 (Réwnowazne kryteria pierwszosci). Niech L > 1 bedzie liczba caltkowita.
Wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:

LeP < > [plL] =0

peP
p<V'L
— ]I (1—[[p|L]]> =1
peP
p<VL
= [[gcd(L7 11 p> =1].
p<VL

Nawias Iversona [-] przyjmuje warto$¢ 1, gdy warunek jest spelniony, i 0 w przeciwnym
przypadku.

Remark 3 (Most do klasyki).

« Pokrycie przez h, odpowiada klasycznemu pojeciu podzielnosci przez p.
o Wierzchotek synchronii jest bezliczbowym odpowiednikiem wspélnej klasy reszt (CRT).

« Rafinacja 9, to synchronizacja siatki faz z nowym cyklem, co odpowiada dodaniu nowej
kongruencji.
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Przestrzen strukturalna

Aksjomaty

Aksjomat 0.4 (Jednostka (rozdzielczos¢)). Istnieje element U, zwany jednostka cyklu, ktéry
okresla najmniejszy krok w przestrzeni. Jednostka nie jest liczba w sensie arytmetycznym,
lecz skalg rozdzielczosci.

Aksjomat 0.5 (Przestrzen strukturalna). Przestrzen strukturalna to zbior
Sy={n-U:neN}
Aksjomat 0.6 (Wielokrotnosé). Dla a,b € Sy méwimy, ze b jest wielokrotnoscia a, jesli
JkeN b=k-a.
Relacja wielokrotno$ci jest strukturalna i nie zalezy od wartosci jednostki U.
Aksjomat 0.7 (Eliminacja cyklu). Kazdy element a € Sy eliminuje swoje wielokrotnosci:
E(a) = {b € Sy : b jest wielokrotnoscia a}.
Aksjomat 0.8 (Pierwszos¢). Element p € Sy jest pierwszy, jesli:
L p#U,
2. p ¢ E(q) dla zadnego q < p.
Zbioér elementow pierwszych oznaczamy przez Pp.
Aksjomat 0.9 (Niezmienniczo$¢ jednostki). Dla dowolnych U, U’ zachodzi izomorfizm
n-U +— n-U,

ktory przenosi Py na Ppr. Struktura zbioru pierwszych nie zalezy od wyboru jednostki.

Twierdzenia

Twierdzenie 0.2 (Lokalna kompletnos¢). Niech Ppax = max{p € Py : p < n}. W przedziale
(U, 2Pyax| kazdy element jest albo

1. wielokrotnoscig pewnego p € Py, albo
2. nowym elementem pierwszym.

Twierdzenie 0.3 (Jednoznacznosé rozktadu). Kazdy element n-U € Sy nalezy do dokladnie
jednego przeciecia rodzin cykli {E(p) : p € Py}, ktore go eliminujq. Innymi stowy, zloZone
majq jednoznaczny zbior Zrodet pierwszych.

Twierdzenie 0.4 (Niezaleznosé¢ wartosci). Pierwszosé w Sy jest niezalezna od numerycznej
wartosci U. Wybor U =1, U =7, czy U jako symbol jest rownowazny wzgledem struktury.
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Konsekwencje

o Jednostka U nie jest ani pierwsza, ani ztozona — to rozdzielczos$¢ siatki. Problem kla-
syczny ,,czy 1 jest pierwsza” zostaje rozwigzany.

o Elementy pierwsze to zrodta struktury: cykle, ktére powstaja wtedy, gdy zadna wcze-
$niejsza eliminacja nie obejmuje danej pozycji.

o Elementy ztozone sg doktadnie przecieciami rodzin cykli Zrédtowych.

o Klasyczna arytmetyka to tylko szczegdlny przypadek etykietowania przestrzeni struk-
turalnej, z wyborem U = 1.

Definicja 0.9 (Jednostka i przestrzen strukturalna). Niech U bedzie jednostka cyklu (do-
wolny symbol, figura, warto$¢). Przestrzen strukturalna S to zbiér wszystkich cykli postaci

n-U, néeN,

gdzie N ={1,2,3,...} jest zbiorem indekséw cyklicznych. Jednostka U okresla rozdzielczos¢
siatki, lecz nie wptywa na strukture relacji.

Definicja 0.10 (Wielokrotnoéé). Dla a,b € S méwimy, ze b jest wielokrotnoscig a, jesli cykl
C, pokrywa cykl C, w regularnych odstepach:

JkeN :b=kFk-a.
Interpretacyjnie: b lezy w zbiorze eliminacji generowanym przez a.
Definicja 0.11 (Eliminacja). Cykl a € S eliminuje wszystkie swoje wielokrotnosci:
E(a) = {b € S : b jest wielokrotnoscia a}.

Definicja 0.12 (Pierwszo$¢ strukturalna). Element p € S jest pierwszy, jesli:

1. p # U (jednostka nie nalezy do zbioru pierwszych),

2. p nie jest wielokrotnoscia zadnego wczesniejszego g < p.
Zbior wszystkich takich elementéw oznaczamy przez P C S.

Twierdzenie 0.5 (Lokalna kompletnoéé). Niech Ppa.x = max{p € P :p < n}. Wtedy kazdy
element m € (U, 2Pyax] jest albo:

1. wielokrotno$cig pewnego p € P, albo

2. nowym elementem pierwszym.

Twierdzenie 0.6 (Niezmienniczosé jednostki). Wybdr jednostki U nie zmienia zbioru struk-
tur eliminacyjnych ani zbioru P. Zmieniona jednostka U’ daje przestrzen S’ izomorficzng z

S poprzez odwzorowanie
n-Uw— n-U.

Remark 4. W klasycznej arytmetyce pojecie podzielnosci zalezy od tego, ze U = 1. W
przestrzeni strukturalnej naturalng wtasnoscig jest wielokrotnosé, ktéra dziata poprawnie dla
dowolnego U.
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Strukturalne ujecie pierwszosci

Pierwszo$¢ nie jest wlasnoscig wartosci liczbowej, lecz wlasciwoscia uktadu relacyjnego, w
ktorym element pozostaje niewyeliminowany po petnej iteracji mechanizmu eliminacji. W
przestrzeni strukturalnej kazda jednostka U tworzy sie¢ relacji wielokrotnosci, a proces eli-
minacji przebiega wzdtuz tej sieci.

Element pierwszy nie istnieje z definicji — pojawia sie jako stabilny wezel w iteracyjnym pro-
cesie eliminacyjnym, czyli taki, ktéry nie zostat zniesiony przez zaden weze$niejszy generator.
To wtasnie strukturalna trwatosé, a nie wartosé liczby, wyznacza jego pierwszoSc.

W tym ujeciu klasyczna arytmetyka staje sie przypadkiem szczegdlnym: przestrzenia, w ktorej
jednostka ma wartos¢ U = 1, a relacja wielokrotnosci zapisuje sie w jezyku wartosci liczbo-
wych. Pierwszo$¢ strukturalna stanowi natomiast konstruktywny rdzen calej przestrzeni: to
z niej wylania si¢ liczba jako efekt porzadkowania, a nie odwrotnie.

Pelne dowodzenie tej tezy oraz formalne uzasadnienie stabilnosci weztéw zostanie przedsta-
wione w rozdziale 1.3: Strukturalne ujecie pierwszosci, gdzie opisany zostanie mecha-
nizm cyklicznej stabilizacji oraz proces wytaniania nowych zZrédet.

Przyktlad: jednostka jako 7

Przykltad 1. Niech jednostka przestrzeni strukturalnej bedzie U = m. Wéwczas elementy
przestrzeni to

S ={m,2m,3m,4r,...}.

Pierwsze elementy strukturalne to
P ={2m,3m, b, 7w, 11x, ... }.

Zauwazmy, ze zbiér indekséw {2,3,5,7,11,...} jest identyczny jak w klasycznej arytmetyce,
a roznica polega jedynie na etykiecie jednostki: zamiast 1 mamy 7.

Remark 5 (Znaczenie przykladu). Przyjecie U = 7 nie zmienia arytmetycznych relacji, ale
ujawnia, ze klasyczna struktura liczb naturalnych jest jedynie szczegdlnym przypadkiem szer-
szego systemu iteracji na dowolnym obiekcie. ,,Pierwszos¢” pozostaje wlasnoscig relacyjna,
niezalezng od tego, czy przestrzen operuje na wartosciach rzeczywistych, geometrycznych,
czy symbolicznych.

pierwszpierwszy pierwszy pierwszy pierwszy
jednostka ztozony ztozony ztozonyztozonyztozony

¢ o o o o o o o o o o

™ 2 3T 4 5% om 7T 8 97 107 117

Remark 6. Wybor jednostki U nie ma wplywu na strukture zbioru P. Mozemy przyjaé
U=1,U=m U = ©, U = %, lub dowolny inny symbol. Pierwszo$¢ zalezy wytacznie od
wielokrotnosci cykli, a nie od wartosci etykiety.
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Przyklad: jednostka m w przestrzeni strukturalnej

Definicja 0.13 (Przestrzen strukturalna dla U = 7). Niech jednostka przestrzeni struktu-
ralnej bedzie U = w. Wéwczas
S,={n-m:neN}L

Definicja 0.14 (Pierwsze w przestrzeni S, ). Zbior elementéw pierwszych to
P.={p-m:peP}
gdzie P ={2,3,5,7,11,...} jest klasycznym zbiorem liczb pierwszych.

Twierdzenie 0.7. Wybor jednostki U = 7 nie zmienia struktury zbioru elementow pierw-
szych. Zachodzi izomorfizm
$=2S,, n—=n-m,

ktory przenosi klasyczne liczby pierwsze p € P na elementy p-m € P;.

Szkic. Relacja wielokrotnosci jest niezmiennicza wzgledem skalowania jednostki. Jesli b jest
wielokrotnoscia a w Sy, tzn. b = k- a, to w S mamy b- 7 = k- (a - 7). Dlatego wlasnosci
eliminacyjne i wyltanianie si¢ elementéw pierwszych sg identyczne. O]

Remark 7. Jednostka 7 jest obiektem matematycznym o wtasnej wartosci, lecz w tym ujeciu
petni wytacznie role rozdzielczo$ci cyklu. Pierwszo$¢ zalezy od struktury wielokrotnosci, a nie
od numerycznej wartosci jednostki.

Zasada zachowania tozsamosci (ksztaltu)

Remark 8 (Zachowanie tozsamosci). W przestrzeni strukturalnej Sy reprezentacja graficzna
obiektu nie zmienia jego tozsamosci. Wielokrotnosci obserwowane modulo p nie moga zmieniaé
,typu” obiektu, a jedynie jego status wizualny.

Definicja 0.15 (Projekcja kongruencyjna i jadro). Dla p € P definiujemy projekcje
T Sy — Ly, mp(n-U)=n (mod p).
Jadro ker(m,) = {n-U: n=0 (mod p)} jest doktadnie zbiorem wielokrotnosci p.

Observation 1. W przestrzeni ilorazowej Sy/ =, klasa [0] reprezentuje ten sam obiekt ogla-
dany ,,w dostepie modulo p”. Zmienia si¢ oznaczenie statusu (np. ,wyeliminowany przez p”),
nie typ obiektu.

Remark 9 (Konwencja wizualna). Ustalamy jeden ksztalt (np. kétko) dla wszystkich ele-
mentéw Sy. Statusy kodujemy wylacznie stylami:

e jednostka U — kotko wypelnione na czarno;
e element pierwszy — kotko z grubym pelnym obrysem;

o clement ztozony — koétko z cienkim przerywanym obrysem;
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o wielokrotno$¢ p” — ten sam ksztalt z potprzezroczystym szarym pierscieniem lub
etykieta ,= 0 (mod p)”.

Remark 10 (Znaczenie zasady zachowania tozsamosci). W klasycznej arytmetyce redukcja
modulo p jest operacja na wartosciach. W przestrzeni strukturalnej staje sie projekcjg obser-
wacyjng: obiekt zachowuje swoj ksztalt, lecz jego status (np. przynaleznosé do linii p) ulega
zmianie w zalezno$ci od poziomu obserwacji. Tozsamos¢ elementu jest wiec niezmiennikiem
przestrzeni, a kongruencja tylko jednym z jej przekrojéow.

jednostkapierwszy pierwszy zlozony pierwszy zlozony pierwszy zlozony zlozony ztozony pierwszy zlozony
° O o (@) o (®) & 2 o o
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L v -7
T 2w 3T 4m 5 6m T 8m 9 107 117 127
= 0(mod 2) = 0(mod 2) = 0(mod 2) = 0(mod 2) = 0(mod 2) = 0(mod 2)

Przestrzen strukturalna funkcjonalna

Przestrzen strukturalna funkcjonalna rozszerza pojecie jednostki z wartosci statej na funkcje.
Dzigki temu struktura moze adaptowaé si¢ lokalnie do zmiennej rozdzielczosci, zachowujac
jednoczesnie prawa wielokrotnosci i pierwszosci. W tym sensie stanowi uogélnienie klasycznej
przestrzeni liczbowej na kontinuum.

Aksjomaty

Aksjomat 0.10 (Jednostka funkcjonalna). Niech f : D C R — RT bedzie funkcja dodatnia.
Jednostka przestrzeni jest U = f(z), rozumiana jako caly cykl funkcjonalny, a nie liczba.

Aksjomat 0.11 (Przestrzen strukturalna funkcjonalna). Przestrzen strukturalna funkcjo-
nalna to zbior

Sg={n-f(z):neN, xe€ D}.
Jest to ,rozciagliwa siatka”, w ktérej rozdzielczo$¢ lokalna zalezy od wartosci f(x).

Aksjomat 0.12 (Wielokrotnosé¢ funkcjonalna). Dla a(x),b(x) € Sy méwimy, ze b(x) jest
wielokrotnoscia a(x), jesli
dkeN b(z)=k-a(x).

Relacja ta jest czysto strukturalna i niezalezna od ksztattu funkeji f.

Aksjomat 0.13 (Eliminacja funkcjonalna). Kazdy element a(x) € Sy eliminuje wszystkie
swoje wielokrotnosci:

E(a) ={b(x) € Sf: b(z) =k -a(x)}.
Aksjomat 0.14 (Pierwszo$¢ funkcjonalna). Element p(x) € Sy jest pierwszy, jedli:
1. p(x) # f(z) (jednostka),

2. p(z) ¢ E(q(z)) dla zadnego ¢(x) < p(x).
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Zbior takich elementéw oznaczamy Pr.

Aksjomat 0.15 (Niezmienniczo$¢ wobec wyboru f). Struktura zbioru pierwszych nie zalezy
od konkretnej formy f. Dla f, g dodatnich funkcji zachodzi izomorfizm:

n- fla) — n-g(@),

ktory przenosi Py na F.

Twierdzenia

7. aksjomatéw przestrzeni strukturalnej funkcjonalnej wynikaja ponizsze wtasnosci, ktore
stanowia jej pelna analogie do klasycznej arytmetyki, lecz dziataja niezaleznie od wartosci
jednostki funkcjonalnej i lokalnej metryki.

Twierdzenie 0.8 (Lokalna kompletnos¢). Niech Pp.x(z) = max{p(z) € P; : p(z) < n -
f(x)}. W przedziale (f(x),2Pnax(x)] kazdy element Sy jest albo

1. wielokrotnoscig pewnego p(x) € Py, albo
2. nowym elementem pierwszym.

Twierdzenie 0.9 (Jednoznacznosé rozktadu). Kazdy element n- f(x) € Sy nalezy do doktad-
nie jednego przeciecia rodzin cykli {E(p(x)) : p(x) € Pr}. W szczegdlnosci, elementy zlozone
majq jednoznaczny zbior Zrodet pierwszych.

Twierdzenie 0.10 (Niezalezno$¢ wartosci funkcji). Pierwszosé w Sy zalezy wylgcznie od
relacji cyklicznych, a nie od wartosci f(x). Zmiana jednostki f (np. f(x) = 1, f(x) = m,
f(z) = Li(x), f(x) =|¢(1/2 +it)|) nie zmienia struktury zbioru Pr.

Konsekwencje

7 powyzszych twierdzen wynikaja konsekwencje o charakterze ontologicznym i analitycznym,
ktore tgcza klasyczng teorie liczb z przestrzeniami funkcjonalnymi:

o Jednostka f(x) wyznacza lokalna rozdzielczo$é siatki, lecz nie jest elementem pierw-
szym ani ztozonym.

e Pierwsze w &f sg Zrédtami rytméw cyklicznych takze w przestrzeni zdeformowanej
przez f.

o Elementy ztozone to przeciecia rodzin cykli, niezaleznie od tego, czy siatka jest rowno-
mierna, czy rozciggliwa.

» Hipoteza Riemanna moze by¢ reinterpretowana jako pytanie o punkty degeneracji cykli
w przestrzeni Sy dla f(x) = ((s).
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Jednostka siatki U = |C(1/2+it)| z zaznaczonymi zerami Riemanna

— |gar +i)]
z = 0 (zera funkcji Riemanna)

12172 +it)|
-+

T T T T T T
450 460 470 480 490 500

Rysunek 1: Jednostka siatki U = |((1/2+it)| z zaznaczonymi zerami Riemanna. Zera
wyznaczajg punkty degeneracji cykli w przestrzeni Sy. Miedzy nimi jednostka zachowuje
ciagtosé, lecz struktura rytmiczna ulega lokalnym przesunieciom fazowym. W tym ujeciu
hipoteza Riemanna przyjmuje posta¢ pytania o stabilnos¢ tej siatki w nieskonczonej rafinacji
przestrzeni funkcjonalne;j.

Schemat poré6wnawczy: siatka stala i zmiennometryczna

f(z) = 7 (stala jednostka)

jednostka
° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
| | | | | | | | | | | - N T
1 2w 3 A 5 61 Ve 81 97 107 117
z) = sin(x) + 2 (zmienna jednostka
fednostka f(=) () +2( ] )
° ° ° ° ° ° ° °
| | | | | | | | -7 - f(l’)
n=1 n =2 n=3 n =4 n=>5 n==~6 n="7T n =38

Remark 11. Gérna o§: réwnomierna siatka f(z) = 7. Dolna o§: odksztalcona siatka f(z) =
sin(x) + 2, gdzie odstepy zmieniaja si¢ w zaleznosci od wartosci funkcji. W obu przypadkach
struktura pierwszosci (czerwone punkty) pozostaje nienaruszona.

Remark 12 (Tozsamos$é strukturalna). Deformacja siatki nie niszczy relacji pierwszosci —
przesuwa jedynie fazy cykli. Wynika stad, ze zjawisko pierwszosci jest nie tyle wlasnoscig
wartosci liczbowych, co inwariantem topologicznym przestrzeni strukturalnej.

Przyktad 2. Na ponizszym wykresie poréwnano trzy funkcje:
« Li(x) — logarytmiczna catke (klasyczne przyblizenie 7(z)),

o 7(z) — rzeczywista liczbe liczb pierwszych < z,
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o liczbe cykli strukturalnych — obliczong niezaleznie od pojecia liczby pierwszej.

Widad, ze przebieg cykli strukturalnych niemal idealnie pokrywa sie z faktyczna funkcja 7(x).

Poréwnanie: Li(x), n(x), i liczba cykli strukturalnych

BT — i
— mix) - true primes
Structural Cycles ([])

251

20

15 4

llosé

10 +

NV

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Rysunek 2: Poréwnanie: Li(z), m(x) oraz liczby cykli strukturalnych.

Tréojwarstwowa struktura przestrzeni strukturalnej

Uogolnienie przestrzeni strukturalnej S prowadzi do trzech warstw organizacji relacji: relacyj-
nej pierwotnej (zréodto), zasadowej uogélniajacej (reguta) oraz operacyjnej (przejaw). Kazda
z nich opisuje inny etap istnienia pierwszosci — od czystego istnienia relacyjnego, przez zasade
uogolnienia, po jej konkretny przejaw w Swiecie operacji.

Warstwa I ” zrédlo (relacyjny prapoczatek),
Warstwa II ~ zasada (uogdlnienie),

Warstwa III © przejaw (operacja).

Warstwa III: operacyjna (Swiaty przejawow)

Na tym poziomie przestrzen S rozwija sie poprzez iteracje kroku strukturalnego, rozumianego
jako transformacje wewnetrzng przestrzeni przy statej jednostce rozdzielczosci U. Jednostka
U nie rosnie wraz z iteracja — pozostaje stata, a ruch odbywa sie po osi strukturalnej S.

S kS«xU, S+ SF«xU S V/S % U, lub inne formy iteracji.
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Definicja 0.16 (Pierwszosé¢ operacyjna). Element py jest pierwszy w sensie operacyjnym,
jesli nie jest generowany przez zaden wczesniejszy krok danego typu. Dla kroku liniowego
S+ kS xU odpowiada to klasycznym liczbom pierwszym; dla kroku potegowego S + S* U
— wyktadnikom (2,3,5,7,...); dla pierwiastkowego S — /'S * U — stopniom (2,3,5,7,...).

Remark 13. Wszystkie te postacie wyrazaja jedna zasade pierwszos$ci — zmienia sie jedynie
forma iteracji kroku, nie sama relacja jego wytaniania. Pierwszo$¢ jest wiec stanem relacyjnym
przestrzeni, a nie wtasnoscig liczby w sensie warto$ciowym.

Remark 14. W klasycznej arytmetyce ruch po osi wartosci n = 1,2,3,... jest interpreto-
wany tak, jakby zmieniato sie U. W przestrzeni strukturalnej jest odwrotnie: U jest stalg
rozdzielczosci, a to struktura S wykonuje ruch po wtasnej osi generacyjnej. Pierwszos¢ nie
zalezy wiec od wartosci jednostki, lecz od sposobu, w jaki struktura S organizuje wlasny
rytm iteracji.

Przyklad: przestrzen S° U

W tej konstrukeji przestrzen relacyjna rozwija sie jako S°, czyli kazdy element generuje wia-
sny wymiar istnienia. Dtugoéé relacyjna cyklu opisujacego taki element wynosi |S| = S°.
Przejécie do przestrzeni warto$ci wymaga wprowadzenia zewnetrznego czynnika U, pelnig-
cego funkcje operatora translacji poznawczej:

S5 v S.

konwersja przez U

U=25, a wiec

Relacja ta nie jest dziataniem samej struktury, lecz sposobem, w jaki obserwator przelicza
rzeczywisto$é relacyjng na wtasng skale pomiaru. W przestrzeni S° kazdy element istnieje
niezaleznie, a pierwszo$c¢ jest stanem relacyjnej nieprzektadalnosci. Wprowadzenie U prze-
ksztalca te strukture w przestrzen operacyjng S°-U, w ktérej relacyjny porzadek staje sie
widoczny w postaci klasycznych liczb pierwszych.

S=2=9=4 S=3=27, S=5=3125 S=17= 823,543; V§S = 8.

Interpretacyjnie:
« warstwa relacyjna opisuje czyste S° — ekspansje bytu we wiasnej przestrzeni,
o czynnik U nalezy do warstwy operacyjnej — stanowi zewnetrzny filtr poznawczy,
« wynik VS5 = S ujawnia zgodno$¢ miedzy relacja a wartoscia.

Tak powstala przestrzeit SSU pokazuje, ze klasyczne liczby pierwsze mozna interpretowaé nie
jako ceche arytmetyki, lecz jako przejaw relacyjnego porzadku ujawnionego przez zewnetrzny
wspotezynnik translacji U.
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Warstwa II: uogélnienie operacyjne

W tej warstwie krok & nie jest juz konkretng funkcja (dodawanie, potegowanie), lecz ogdlna
requlqg generacyjng, ktora okresla, ze z danego elementu a moze powstac¢ element b, jesli b nie
jest wynikiem zadnego wcze$niejszego dziatania.

Definicja 0.17 (Przestrzen operacyjna). Niech ® oznacza zbiér wszystkich dopuszczalnych
regut generacji. Definiujemy rodzine przestrzeni

S@Z{S¢Z¢Eq}},
gdzie kazda przestrzen S, powstaje w wyniku iteracji dziatania ¢ na wtasnych elementach.

Twierdzenie 0.11 (Uogdlniona pierwszosé¢). Pierwszos¢ w S¢ jest wlasnoscig relacyjng,
niezalezng od konkretnej operacji. Jesli istnieje relacja generacyjna ¢ taka, ze b = ¢(a), to
zbior elementow niewyeliminowanych przez Zadne wczesniejsze ¢; stanowi zbior elementow
pierwszych drugiej warstwy.

Remark 15. Warstwa druga uogélnia wszystkie mozliwe formy pierwszosci. Okresla nie ,,jaki
jest krok”, lecz ze krok istnieje i moze byc roziny.

Warstwa I: relacyjny prapoczatek

Najgtebsza warstwa nie zaktada zadnej jawnej operacji. Istnieje jedynie relacja ,,nastepstwa”,
wynikajgca z niemoznosci zniesienia jednego elementu przez drugi.

Definicja 0.18 (Relacyjna sekwencja pierwotna). Niech a,b, ¢, ... beda elementami prze-
strzeni Sy, dla ktérych
b>a, c>{a,b},

oznacza, ze kazdy kolejny element istnieje tylko dzigki temu, ze wczesniejsze nie wystar-
czaja do pelnego pokrycia przestrzeni relacji. Zbiér {aS,bS, ¢S, ...} stanowi pierwotny zapis
relacyjny.

Remark 16. Na tym poziomie nie istnieje jeszcze pojecie liczby, funkcji ani dziatania. Istnieje
jedynie relacyjna koniecznosé¢, z ktérej dopiero rodzg sie struktury operacyjne. Pierwszosé
jest tu tozsama z istnieniem: element jest ,,pierwszy”, bo nie moze zosta¢ zredukowany przez
zadna wczesniejsza relacje.

Procedura badawcza: Strukturalno—funkcjonalna analiza
liczb pierwszych

1. Wejscie

System przyjmuje dwa podstawowe zrédta danych:
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1.

2.

Funkcja siatki U = f(x)
Jednostka cyklu moze by¢ dowolng funkcja dodatnia, np.

fx) =1, flx) ==, flz)=sin(z)+2,  [f(z)=]|C(1/2+it)].
Funkcja ta definiuje lokalna rozdzielczo$¢ cyklu (rytm przestrzeni).

Zewnetrzna baza zer (opcjonalnie)
Plik tekstowy zawierajacy cze$ci urojone t zer Riemanna lub innych funkcji L. Dane
moga pochodzi¢ z literatury, obliczen wtasnych lub Zrodet alternatywnych.

2. Transformacja

1.

Generacja cykli strukturalnych

Symulowane sa przesuwane cykle binarne (lub symboliczne). Reguta: nowy cykl po-
wstaje wtedy i tylko wtedy, gdy zaden istniejacy cykl nie eliminuje biezacej pozycji.
Wymnikiem sa strukturalne pierwsze, izomorficzne do klasycznych liczb pierwszych.

Obliczenie jednostki siatki

Dla wybranej funkcji U = f(z) prébkowane sa wartoéci w zadanym zakresie, np. ¢t €
[0,50]. Otrzymana amplituda (np. |((1/2 + it)|) pemi role gumowej siatki, na ktorej
rozkladane sa cykle.

Synchronizacja z zerami

Wezytane z pliku wartosci zer naktadane sg jako pionowe linie na wykres funkcji siatki.
Réwnoczesnie wyszukiwane sa minima amplitudy (lokalne doliny fali). Rezultatem jest
dopasowanie réznicy At pomiedzy znanymi zerami a degeneracjami cykli.

3. Wizualizacja

System generuje cztery typy obrazow:

1.
2.

Wykres funkcji siatki — fala |((1/2 + it)| lub innej funkeji f(z).

Wykres z zaznaczonymi zerami — pionowe linie odpowiadajace miejscom degene-
racji rytmu.

Heatmapa spawnéw cykli — mapa pojawiania si¢ strukturalnych pierwszych.

Styl MIDI — partytura rytmu, gdzie pierwsze traktowane sg jako uderzenia muzyczne.

4. Wyjscie

1.

Tabela zbiorcza (np. CSV) zawierajaca:

o wartosci ¢t zer Riemanna,

« najblizsze minima amplitudy |f(z)],
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e réznice At,

o amplitude w minimum.

2. Wizualizacje graficzne przedstawiajace rytmy siatki, synchronizacje z zerami oraz
cykle strukturalne.

5. Znaczenie

« System tworzy pomost miedzy trzema obszarami: arytmetykq (cykle i wielokrotnosci),
analizq zespolong (funkcje f(z), ((s)) oraz teorig struktur (przestrzenie i deformacje
siatek).

o Ujecie strukturalne pokazuje, ze pojecia takie jak ,pierwszos¢”, ,podzielno$¢” czy ,zlo-
zonos¢” maja charakter relacyjny — wynikaja z organizacji cykli, a nie z wartoSci
liczbowych samych w sobie.

o Analiza funkcjonalna pozwala bada¢ zachowanie tych struktur w przestrzeniach o zmien-
nej rozdzielczosci, gdzie jednostka f(z) moze przyjmowaé postaé¢ dowolnej funkeji do-
datniej.

o« W tym sensie zjawiska obserwowane w teorii liczb mozna odczytywacé jako przejawy
gtebszego rytmu przestrzennego, w ktérym klasyczna arytmetyka jest tylko przypad-
kiem szczegdlnym.

6. Podsumowanie

o Model strukturalno—funkcjonalny ukazuje liczby pierwsze jako trwate stany cyklicznej
rownowagi, a nie odosobnione byty arytmetyczne.

» Pokazuje, ze ta rownowaga moze by¢ badana zarowno analitycznie, jak i wizualnie —
przez rytmy, fazy i interferencje cykli.

» Formalne operacje (eliminacja, rafinacja, synchronizacja) maja bezposrednie odpowied-
niki geometryczne i rytmiczne, co pozwala traktowaé¢ arytmetyke jako zjawisko struk-
turalne.

o Przestrzen funkcjonalna otwiera mozliwos¢ dalszych badan: nad lokalna stabilnoscig cy-
kli, punktami degeneracji oraz relacjami miedzy siatkami o réznych funkcjach bazowych

f(z).

Zakonczenie: Struktura jako zjawisko arytmetyczne

W przedstawionym ujeciu strukturalno—funkcjonalnym liczby pierwsze stanowia efekt we-
wnetrznej organizacji przestrzeni eliminacyjnej. Zjawisko pierwszosci wynika z wtasnosci cy-
kli, a nie z wartosci liczbowych. Kazda funkcja f(x) moze pehié role jednostki strukturalnej,
definiujac lokalng rozdzielczo$é siatki bez wptywu na relacje wielokrotnosci.
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Pierwszo$¢ jest stanem stabilnym w systemie cyklicznym, wyznaczonym przez réwno-
wage pomiedzy rytmem siatki a eliminacja. Struktura zbioru elementéw pierwszych jest in-
wariantna wzgledem wyboru funkcji f, co potwierdza, ze przestrzen arytmetyczna zachowuje
wtasnosci niezalezne od jednostki.

Formalny model przestrzeni strukturalnej umozliwia opis zjawisk arytmetycznych za po-
moca operacji wewnetrznych (eliminacja, rafinacja, synchronizacja), bez odwotan do pojecia
liczby jako wielkosci. W tym kontekscie hipoteza Riemanna przyjmuje posta¢ warunku réw-
nowagi miedzy cyklami funkcjonalnymi a ich miejscami degeneracji.

Strukturalno—funkcjonalna reprezentacja arytmetyki wskazuje, ze relacje pierwszosci i
ztozonosci sg wiasnosciami uktadu cyklicznego, a nie cechami indywidualnych wartosci. Mo-
del ten stanowi podstawe do dalszych badan nad stabilnoscia struktur, ich symetriami oraz
zachowaniem w przestrzeniach funkcjonalnych.

Schemat blokowy procedury z legendg koloréw

Wejscie
Arytmetyka: funkcja siatki U = f(x)
Analiza: baza zer (plik opcjonalny)

Y ( Legenda koloréw

Transformacja B Arytmetyka
Generacja cykli strukturalnych
Obliczenie jednostki siatki
Synchronizacja z zerami

B Analiza zespolona
B Struktura (siatki)
B Wyjscie (informacja)

Wizualizacja
Wykres |f ()|
Linie zer
Heatmapa cykli
Styl MIDI (rytmy)

Wyjscie
Tabele zbiorcze (CSV)
Grafiki i mapy rytmow
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Arytmetyka strukturalna

Wprowadzenie

Matematyka Relacyjna traktuje liczby nie jako wartosci, lecz jako stany relacyjne w prze-
strzeni wzorcow. Kazda liczba naturalna jest punktem przecigcia cykli generowanych przez
liczby pierwsze. W tym ujeciu klasyczne dziatania arytmetyczne opisuja jedynie relacje prze-
sunieé¢ i synchronizacji w obrebie tych cykli.

W niniejszym dokumencie formalizujemy podstawowe operacje arytmetyczne w prze-
strzeni relacyjnej R:

R=UW,, W,={pr=k-p|keN"}

peP

Dla dowolnego skorniczonego podzbioru liczb pierwszych P C P definiujemy ograniczong prze-

strzen relacyjna:
Rp=J W, CR.

peEP

Kazdy rozdziat wprowadza jedna z operacji, definiujac jej przestrzen, przesuniecie relacyjne,
wtlasnodci i cykliczno$é.

Uwaga notacyjna. W niniejszym dokumencie W), (pisane mala litera p) oznacza zbidr
wielokrotnosci p — pozycje “aktywowane” przez p. W dokumentach koncepcyjnych
MR symbol Wp (pisany wielkg litera P) oznacza wzorzec eliminacyjny — zbior liczb
niewyeliminowanych przez zaden czynnik z P. Oba zbiory sa wzajemnie dopelniajace
w przedziale [1,77], gdzie T' = [[,cp -

Struktura Przestrzeni Relacyjnej

Definicje podstawowe

Niech p € P. Wzorzec relacyjny W, to zbiér wszystkich stanéw generowanych przez p:
W,={pr=Fk-p|keN}.

Dla dowolnego skoriczonego zbioru liczb pierwszych P = {p1,...,p,} przestrzenn wspdlna
(periodyk) ma dtugosé:
L= lcm(plap27 s 7pn)7

a wszystkie operacje zachodza w grupie addytywnej:

Rp =Z/LZ.
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Relacyjne przesuniecie

Kazda operacja addytywna w przestrzeni relacyjnej jest okreslona przez wektor przesunigcia:
n
A= Z SiDi,
i=1

gdzie s; to wspélezynniki krokéw przypisane do poszezegélnych wzorcoéw. Sekwencja {z,} w
przestrzeni Rp jest cykliczna z okresem:

L
I= LAy

Operacje multiplikatywne (mnozenie, dzielenie) skaluja pozycje przez czynnik, a nie przesu-
waja o staly krok — patrz sekcja Mnozenie.

Relacyjne Dodawanie

Definicja 1 (Wzorzec relacyjny liczby pierwszej)

Niech p € P (zbiér liczb pierwszych). Wzorzec relacyjny W, to zbiér wszystkich pozycji
odpowiadajacych wielokrotnosciom p:

W,={pr=k-p|lkec N}

Kazdy px reprezentuje stan relacyjny w przestrzeni generowanej przez p.

Definicja 2 (Przestrzen wspdélna wzorcéw)
Dla dwdch liczb pierwszych p,, pp definiujemy wspdlng przestrzen wzorcow:
Raop =7Z/LZ, gdzie L =lem(pg,ps)-

Wszystkie operacje relacyjne zachodza w tej przestrzeni modulo L.

Definicja 3 (Relacyjne przesuniecie)

Niech s4,8, € ZT beda wspdtezynnikami krokéw. Dla pary (p,,ps) definiujemy relacyjne
przesuniecie:
A= SaPa T StDb-

A jest wektorem przesuniecia w przestrzeni R p.

Definicja 4 (Relacyjne dodawanie)
Niech a € W, , b € W), . Operacje relacyjnego dodawania definiujemy jako:
a®b=(a+0b) mod L, gdzie L = lecm(py,ps).

Nie jest to suma wartosci a + b, lecz nowa pozycja w cyklu wspolnym R .
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Twierdzenie 1 (Cyklicznosé operacji @)

Dla dowolnych a,b € R, oraz stalych krokéw s,, s, zachodzi:
(a®b)pt1 =(a®b), +A (mod L).

Wymnikowa sekwencja ma okres:
L

T=————.
ged(L, A)
Dowdéd: Bezposrednio z definicji przesuniecia w grupie addytywnej Z/LZ.

Definicja 5 (Zwiniecie kroku niestatego)

Dla dowolnej skoniczonej sekwencji krokéw { (S, Spn) }ors:

N N
Sa = Z Sa’np Sb = Z Sb’n, Aeff — Sapa + prb‘
n=1 n=1
Operacje po N krokach traktujemy jako pojedyncze przesuniecie o0 Aeg W Ry p.

Twierdzenie 2 (Zamknigcie przestrzeni R,;, na @)
Va,b€ Rap, a®beRgp.
Dowdd: Wynika z faktu, ze Z/LZ jest grupa addytywna zamknieta na dodawanie modulo L.

Whniosek
Operacja @ jest:
o dobrze okredlona dla wszystkich par wzorcéw,
o cykliczna z okresem T = L/ ged(L, A),
« niezalezna od wartosci liczbowych (dziala w pelni w przestrzeni indekséw),

o redukowalna w przypadku niestatych krokéw do kroku efektywnego.

Interpretacja strukturalna

1. Klasyczne dodawanie to dziatanie w Z.
2. Relacyjne dodawanie to dzialanie w Z/LZ, gdzie “liczby” sa pozycjami wzorcow.

3. Wielkosé¢ zapisu (ilo$¢ cyfr) nie ma znaczenia; struktura zalezy tylko od relacji miedzy
Das Py 1 ich krokami.
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Relacyjne Odejmowanie

Definicja 1 (Operacja odwrotna do dodawania)

Niech a € W,,, b € W,,. Niech L = lem(p,,py) bedzie wspélnym periodykiem. Operacje
relacyjnego odejmowania definiujemy jako przesuniecie odwrotne wzgledem &:

a©b=(a—0b)mod L.
Odejmowanie w przestrzeni R, = Z/LZ nie usuwa wartosci b, lecz cofa pozycje relacyjna o
dhugos¢ odpowiadajaca b w rytmie periodyku L.
Definicja 2 (Relacyjny krok ujemny)

Dla wspotczynnikéw krokéw s, s, € Z:

A= SaPa — SbPb-

Wektor A okresla przesuniecie w przeciwnym kierunku do dodawania. Wszystkie przeksztal-
cenia pozostajg w tej samej przestrzeni R .

Twierdzenie 1 (Cyklicznosé relacyjnego odejmowania)

Dla dowolnych a,b € R, zachodzi:
(@ob)y1=(@ob), —A (mod L).

Sekwencja réznicowa posiada okres:

L

r= ged(L, A)

Zatem kazda operacja odejmowania jest réwnie cykliczna jak dodawanie — jedynie kierunek
przesuniecia po cyklu jest przeciwny.

Definicja 3 (Zwiniecie kroku niestatego)
Dla niestatych krokéw {(sq.., sp.n) }Y_; definiujemy krok efektywny:
N
Aei:f - Z(sa,npa - Sb,npb)a
n=1

a po N krokach otrzymujemy stan:

Ty =x9— A (mod L).
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Twierdzenie 2 (Zamkniecie na odejmowanie)
Ya,b € Ray, aObeE Rup.

Dowdd: Grupa Z/LZ jest zamknieta na dodawanie i posiada elementy odwrotne. Odejmowa-
nie relacyjne jest zatem elementem odwrotnym wzgledem .

Interpretacja

Operacja © jest przesunieciem wstecz po rytmie periodyku L. W przeciwienstwie do kla-
sycznego odejmowania, nie prowadzi do “mniejszej” wartosci, lecz do poprzedniego stanu
relacyjnego.
Dla przyktadu:
a=2(3), b=1(5), L=Ilem(3,5)=15.

Wtedy:
a©b=(6—5)mod15=1,

co oznacza, ze relacja przeszta o jedng pozycje wstecz w rytmie pigtnastkowym.

Relacyjne Mnozenie

Definicja 1 (Mnozenie jako zwiniete dodawanie)

Niech a € W,,,, b € W,,, oraz L = lem(p,, py). Operacje relacyjnego mnozenia definiujemy
jako przeksztalcenie w przestrzeni R, = Z/LZ:

a®b=(a-b) mod L.
Nie jest to klasyczne mnozenie wartosci, lecz skalowanie pozycji relacyjnej: wynik zajmuje te
pozycje w cyklu, ktérg wskazuje iloczyn a - b zredukowany do okresu L.
Definicja 2 (Relacyjny czynnik skalujacy)

W addytywnej interpretacji przestrzeni Z/LZ rozrdzniamy dwa typy przesuniec:

Ag = SaPa + SuPb (przesuniecie liniowe — dodawanie),
Ag =a-bmod L (przesuniecie skalowane — mnozenie).
Dla dodawania przyrost Ag jest staty i niezalezny od biezacej pozycji. Dla mnozenia przyrost

Ag zalezy od obu argumentoéw — mnozenie nie przesuwa pozycji o staly krok, lecz skaluje
ja czynnikiem b w obrebie periodyku L.
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Definicja 3 (Operacja relacyjna)
Operacja relacyjnego mnozenia:
a®b=(a-b)mod L,

przy czym a,b reprezentuja indeksy relacyjne (pozycje) w obrebie periodyku, nie wartosci
liczbowe. Mnozenie jest zatem zloZeniem rytmow: rytm liczby a jest obserwowany w tempie
rytmu liczby b.

Twierdzenie 1 (Cyklicznosé relacyjnego mnozenia)

Wynikowa sekwencja iterowanego mnozenia (a ® b"),>¢ jest cykliczna, z okresem:
T=ordy(b) = min{fn>1:"=1 (mod L)},

jezeli ged(b, L) = 1 (element odwracalny).
Dowdd: Tterowane mnozenie przez b w grupie (Z/LZ)* jest dzialaniem grupy skonczonej;
z twierdzenia Lagrange’a kazdy element ma skonczony rzad.

Twierdzenie 2 (Zamkniecie przestrzeni na mnozenie)
Va,b € Rop, a®be€ Rgp.
Dowdd: 7./ LZ jest zamknieta na mnozenie modulo L. Wynik (a - b) mod L zawsze nalezy do
{0,1,...,L—1}.
Definicja 4 (Kumulatywne mnozenie relacyjne)
Dla sekwencji czynnikéw {b,}"_, wynik zlozenia mnozen:
N
TN =T - H b, (mod L).
n=1
W przeciwienstwie do addytywnego ,zwiniecia kroku"(gdzie sumujemy przesuniecia), kumu-

latywny efekt mnozen jest iloczynem czynnikow zredukowanym do periodyku L.

Interpretacja strukturalna

Mnozenie w ujeciu relacyjnym to zagniezdzone przesuniecie cyklu w samym sobie:
o @ — przesuniecie liniowe (staly krok A);
o ® — przesuniecie skalowane (czynnik b na osi);

» TR — przesuniecie potegowe (iteracja skalowania).
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Kazda kolejna operacja jest szybsza wersja tej samej podrozy po periodyku.
W klasycznym ujeciu: 6 x 4 = 24. W ujeciu relacyjnym (dla L = lem(6,4) = 12):

6 ®4=24mod 12 =0.
Wynik 0 oznacza, ze iloczyn trafia doktadnie do punktu synchronizacji obu rytméw — do-

mkniecia periodyku. (Uwaga: 6 i 4 sa liczbami ztozonymi; w przestrzeni relacyjnej R operacja
jest poprawna dla dowolnych elementéw, nie tylko pierwszych.)

Whiosek

Operacja ® odpowiada skalowaniu pozycji w przestrzeni relacyjne;j:
o Addytywny analog: @ przesuwa pozycje o A;
o Multiplikatywny analog: ® skaluje pozycje przez b mod L.

Mnozenie relacyjne zachowuje zamkniecie w Z/LZ i jest algebraicznie sp6jne z homomorfi-
zmem ¢ : Z — R opisanym w pliku gtéwnym.

Relacyjne Dzielenie

Definicja 1 (Dzielenie jako odwrotno$¢ mnozenia)

Niech a € W,,, b € W, oraz L = lem(p,, p). Operacje relacyjnego dzielenia definiujemy jako
odwrotnosé relacyjng wzgledem mnozenia:

aob=a®b' (mod L),
gdzie b~! jest elementem odwrotnym wzgledem ®, tj.
bob'=1 (modL).
Odwrotnoéé b~! istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ged(b, L) = 1. Jezeli ged(b, L) = d > 1,

operacja a @ b jest okreslona tylko wtedy, gdy d | a; wéwczas istnieje d rozwiazan tworzacych
klase modulo L/d.

Definicja 2 (Rozszerzenie dla nieodwracalnych dzielnikéw)

Dla elementéw b, ktére nie sa odwracalne w Z/LZ, definiujemy zredukowang przestrzen ng
o module Ly = L/d oraz zredukowany dzielnik by = b/d. Wtedy:

a0b = {reRup|b®xr=a (mod L)} = {zg (mod Ly) |ba®zq=a/d (mod Lg)}.

Po podniesieniu rozwiazan z Rfldg do R, otrzymujemy klase d stanéw zgodnych z cyklem L.
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Twierdzenie 1 (Cyklicznosé dzielenia relacyjnego)

Jezeli b~ istnieje, to sekwencja (a @ b),, jest cykliczna w tym samym periodyku L:
(a@b)py1 =(a@b), @b~ (mod L).

Okres cyklu wynosi

T = ord,(b™') = ord(b).

Twierdzenie 2 (Zamkniecie na dzielenie)

a@be Ry, jesli ged(b,L) =1,
Va, be Ra,b : (@)
a@beRyy, jeslid=ged(b,L)>1id]a.

Dowdd: Wynika bezposrednio z istnienia lub braku odwrotnosci b= w Z/LZ oraz z wlasnosci
rozwiazan kongruencji liniowych bz = a (mod L).

Interpretacja strukturalna

Operacja © jest algebraiczng odwrotnoscia ® — cofnieciem skalowania pozycji w tej samej
przestrzeni relacyjnej. Jezeli ® opisuje zwiniecie rytmu (skalowanie pozycji), to @ odtwarza
stan poprzedni, rozwijajgc skalowanie w tym samym module bez zmiany geometrii periodyku.

Przyktady
1. L=14, a=5, b=3.
ged(3,14) =1 =b"' =5 (mod 14).
a@b=5-5=11 (mod 14).

2. L=15 a=6, b=3.
ged(3,15) =3, 3| 6.

Réwnanie 3x = 6 (mod 15) ma rozwiazania x = 2,7,12 (mod 15) — czyli klase trzech
stanow.

Whniosek
o ® — skaluje pozycje (zwiniecie cyklu),
« @ — cofa skalowanie (odwrotno$¢ wzgledem ®),

« obie operacje pozostaja w tej samej przestrzeni R, 5, zachowujac strukture grupy (Z/LZ)*.

Relacyjne dzielenie jest zatem mnozZeniem przez odwrotnosé w przestrzeni relacyjnej, a nie
modyfikacja pozycji ani wartosci.
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Relacyjne Modulo

Definicja 1 (Modulo jako pozycja w rytmie)

Niech a € W,,, b € W,,, a L = lem(p,, py). Operacje relacyjnego modulo definiujemy jako
odwzorowanie polozenia elementu a w przestrzeni rytmicznej R, = Z/LZ wzgledem kroku
b:

amod rb=a — {ZJI).

W klasycznej arytmetyce ten zapis zwraca reszte po podziale. W przestrzeni relacyjnej wyraza
faze cyklu — miejsce, w ktorym wskaznik zatrzymatl sie po skoniczonej liczbie krokéw dtugosci
b.
Definicja 2 (Pozycja relacyjna)
Definiujemy relacyjng pozycje elementu a wzgledem b jako:

Tap = @ mod b.
Pozycja 7, jest lokalnym przesunieciem w obrebie wzorca W, czyli wspéhrzedna fazy liczby

a w cyklu b-okresowym.

Definicja 3 (Rozklad relacyjny i adres dwuwymiarowy)
Kazda liczbe a € N mozna jednoznacznie zapisa¢ wzgledem okresu 7' wzorca jako:
a=T-(k—1)+1, ke Nt ie[l,T].
gdzie:
e k — numer cyklu (ktéry “obrét” wzorca),
e i=a—T(k—1) — pozycja wewnatrz cyklu = a mod T

Zatem relacyjne modulo przypisuje liczbie a dwuwymiarowy adres (k, i) w przestrzeni wzorca.
Klasyczne modulo zwraca tylko i (reszte). Relacyjne modulo ujawnia réwnoczesnie k i i
— pelng wspotrzedna strukturalng, a nie jedynie jednowymiarows reszte.
Przyklad poréwnawczy. Dla a = 47, T = 30: klasyczne 47 mod 30 = 17 (tylko
reszta). Relacyjnie: k = 2 (drugi cykl wzorca), i = 17 (pozycja 17 w tym cyklu). Adres

(2,17) méwi gdzie liczba jest w strukturze, a nie tylko jaka jest jej reszta.

Relacja miedzy modulo a dzieleniem wynika z rozktadu:
a==0- LGJ + (amodnb>
b )

gdzie |a/b] to liczba pelnych cykli (cze$¢ “przebyta”), a a mod gb to pozycja w biezacym
cyklu (czesé “pozostata’”). Obie wartosci mierzg inne aspekty tego samego ruchu w periodyku.
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Twierdzenie 1 (Cyklicznosé relacyjnego modulo)

Operacja modg zachowuje cyklicznosé:
(a + kL) mod gb = a mod gb, Vk € Z.

Dowdd: L jest najmniejszym wspolnym wielokrotnoscig p,, pp; dodanie kL nie zmienia fazy
w cyklu b-okresowym.

Twierdzenie 2 (Zamkniecie przestrzeni na modulo)
Va,b € Rap, amodgbe [0,b).

Operacja ta nie wychodzi poza granice pojedynczego rytmu Wj; jest wiec funkcja pozycji w
przestrzeni, a nie wartosci liczbowej.

Przyktady numeryczne
1. a =47, b= 30.
k=2 i=47-30=1T7. Adres relacyjny: (2, 17).

Pozycja 17 oznacza, ze liczba 47 w cyklu wzorca 30 lezy 17 jednostek za poczatkiem
drugiego periodyku — to pofoZenie w rytmie, nie klasyczna reszta.

9. a =122, b= 45.
k=3, i=122—-90=32. Adres relacyjny: (3, 32).

W przestrzeni wzorca 45 liczba 122 zajmuje faze 32, czyli punkt po dwoch pelnych
cyklach (2 x 45 = 90).

3. a=211, b=TT.
k=3, i=211—154=5T7. Adpres relacyjny: (3, 57).

Wskaznik lezy 57 jednostek za ostatnim punktem 2 x 77 = 154 w przestrzeni rytmu.

Interpretacja strukturalna

Relacyjne modulo nie zwraca “reszty po dzieleniu”, lecz dwuwymiarowe potozenie liczby w
przestrzeni wzorca:

» sktadowa k — ktory obrét cyklu (glebokosé strukturalna),
 sktadowa i — gdzie w tym obrocie (faza lokalna).

Klasyczna reszta to rzut tej dwuwymiarowej informacji na jedng o$. Relacyjne modulo za-
chowuje obie sktadowe i tym samym ujawnia wigcej struktury niz klasyczne mod.
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Whniosek

e Modulo i dzielenie opisuja dwie rézne sktadowe tego samego rozktadu a =b-q + r:
modulo mierzy pozycje r w biezacym cyklu, dzielenie mierzy liczbe petnych cykli q.

o W ujeciu relacyjnym sa to dwie wspélrzedne adresu (k,i) w przestrzeni wzorca —
projekcja pionowa (cykl) i pozioma (faza).

» Razem opisuja pelni¢ ruchu po periodyku: a =7 - (k — 1) + 4.

Relacyjne Potegowanie

Definicja 1 (Operator potegowania)

Niech p € W (P) oznacza pozycje liczby p w wzorcu eliminacyjnym o okresie Lp = lem(2, 3,5, . ..

Relacyjne potegowanie definiujemy jako iteracyjne rozszerzanie wzorca i transformacje mo-
dulo jego kolejnych rozwinigc:

) =Pos(p, L), LY =Lp-p".

Operacja p§§ ) nie zwieksza wartosci liczby w sensie klasycznym, lecz generuje nowy wzorzec

pozycji po n-krotnym rozwinieciu rytmu.

Definicja 2 (Iteracja operatora rozszerzenia)

Dla dowolnego p € W(P):
Ext™(Wp) = Wp o mod(L),

gdzie Ext" oznacza n-krotne zastosowanie operatora rozszerzenia wzorca. Kazda kolejna ite-
racja powieksza przestrzen pozycji zgodnie z relacja:

Ly =1L p.

Definicja 3 (Hierarchia potegowania)

Operacje relacyjnego potegowania definiujemy rekurencyjnie poprzez iteracje relacyjnego
mnozenia:

n+1 n
P =p) @ p,

gdzie ® jest operatorem mnozenia w przestrzeni R, p = Z/LpZ. Kazda kolejna iteracja jest
iloczynem relacyjnym poprzedniego stanu przez czynnik p.
Zachodzi zatem:
LgH_D = Lg?) P,

co odzwierciedla algebraiczny wzrost periodyku o czynnik p.
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Twierdzenie 1 (Zachowanie pozycji relacyjnej)

Dla kazdego n > 1 zachodzi:
p%) =p" (mod Lp),
czyli relacyjne potegowanie jest zgodne z klasycznym potegowaniem modulo okresu Lp, a

wigc zachowuje faze bazowa liczby p w kazdym rozwinigciu przestrzeni.

Twierdzenie 2 (Relacyjne przyspieszenie)

Relacyjne potegowanie jest operacja o wyzszym rzedzie przyrostu niz relacyjne mnozenie.

Dla kazdego n > 1:
L("'H)

czyli kazde kolejne rozwiniecie zwieksza okres wzorca p-krotnie.

Przyklad 1 (Potegowanie dla malego wzorca)

Dla wzorca bazowego Wy, 35, 0 okresie Lp = 30:

Otrzymujemy:
LW =30, LY =30x5=150, L% =30x 25="750.

Relacyjna pozycja:
5% = Pos(5, 750),

czyli liczba 5 zajmuje pozycje zgodna z bazowa w trzecim rozwinieciu wzorca o okresie 750.

Przyklad 2 (Potegowanie w rozszerzonym wzorcu)

Dlap=11,n=4:
Lp =lem(2,3,5,7,11) = 2310.

Rozwiniecia:
L'? =25410, LY =279510, LY =3074610.

Pozycja relacyjna:
115 = Pos(11,3074610),

czyli pelny rytm liczby 11 czwartego rzedu realizuje si¢ dopiero w periodyku dtugosci 3,074,610.

Interpretacja

Relacyjne potegowanie opisuje przyrost glebokosci wzorca, a nie wartosci liczby. Kazde roz-
winiecie wzorca L’ reprezentuje nowy poziom rytmu, w ktérym liczba p zachowuje fazeg, ale
zwieksza zlozonosé cyklu. W tym sensie:

dodawanie — ruch, mnozenie — tempo, potegowanie — gesto$¢ rytmu.
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Whniosek

Relacyjne potegowanie stanowi iteracyjne rozszerzanie wzorca eliminacyjnego i opisuje wzrost
strukturalnej ztozonoéci rytmu liczby p. Operacja jest rekurencyjna, cykliczna i zachowuje
pozycje bazowa w kazdym rozwinieciu. Operacja odwrotna jest relacyjne pierwiastkowanie,
ktore startuje z rozszerzonej przestrzeni Lgf) i kompresuje ja (n — 1)-krotnie z powrotem do
Lp.

Relacyjne Pierwiastkowanie

Definicja 1 (Operator pierwiastkowania)

Niech p € W (P) oznacza pozycje liczby p w wzorcu eliminacyjnym o okresie Lp = lem(2, 3,5, ..., P).

Relacyjne potegowanie rozszerza przestrzen do okresu Lgf) = Lp-p" L. Operacja odwrotna

jest zwijanie: zaczynamy od rozszerzonej przestrzeni i kompresujemy ja krok po kroku. De-

finiujemy:
{I/Z_O'R = POS(p, LP)7
(n)

gdzie wynik Lp uzyskujemy przez (n—1)-krotne skompresowanie okresu Lp’ = Lp - p" !
przez p:
RN e N N -

Na kazdym etapie dzielimy przez p, co jest catkowitoliczbowe, bo
L(j) =ILo- n—1—j =0.1 -1
p = Lp-p s 17=0U,L,....n s
a w szczegolnosci L9 = Lp-p»ti Lgl’l) = Lp.

Uwaga. Operacja jest okreslona tylko wtedy, gdy punkt startowy jest elementem roz-

Szerzonej i p = p i i lacyj Prob -
j przestrzeni: p = pp’ W sensie potegowania relacyjnego. Préba zastosowa

nia pierwiastkowania bezposrednio do Lp (zamiast do Lg)) prowadzi do utamkowego
okresu i nie ma sensu relacyjnego.

Definicja 2 (Iteracja operatora zwijania)
Dla dowolnego p € W(P) i okresu Lgl) =Lp-pv L
Comp™(Wp) = Wp o mod(LY ), j=0,1,...,n—1

Kazda kolejna iteracja redukuje przestrzen pozycji zgodnie z relacja:

| 10 | |
Lg-ﬁ-l) — TP7 Lg) — LP _pn—l—j‘

loraz jest zawsze catkowity, bo p | Lg) dla wszystkich j < n.
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Definicja 3 (Hierarchia pierwiastkowania)

Operacje relacyjnego pierwiastkowania definiujemy jako iteracyjne stosowanie operatora re-

lacyjnego dzielenia:
n+\1/ﬁ7g = {L/]B'R @ p,
gdzie @ jest odwrotno$cia ® w tej samej przestrzeni R, p, czyli mnozeniem przez p~* (jesli
ng(p7 LP) = 1)
Twierdzenie 1 (Zachowanie fazy relacyjnej)

Dla kazdego n > 1 zachodzi:
VP = pt/m (mod Lp),

czyli relacyjne pierwiastkowanie jest odwrotng transformacja wzgledem relacyjnego potego-
wania:
n ( %))R — .

Twierdzenie 2 (Relacyjne spowolnienie)
Relacyjne pierwiastkowanie jest odwrotnoscig relacyjnego potegowania. Dla kazdego n > 1:
Ly

g =

czyli kazde kolejne zwinigcie skraca okres wzorca p-krotnie — odwrotnie do potegowania,
ktore go wydtuza.

Przyklad 1 (Pierwiastkowanie dla malego wzorca)

Dla wzorca bazowego Wy 35y 0 okresie Lp = 30:

Pierwiastek trzeciego stopnia jest odwrotnoscia potegi trzeciego stopnia. Potegowanie dato:
W =30, L¥ =150, LY =750.

Pierwiastkowanie zaczyna od Lg) = 750 1 zwija:

750 =% 150 =% 30 = Lp.

Na kazdym etapie dzielnik jest catkowity: 5 | 750, 5 | 150. v/
Wymnik:
V5% = Pos(5, 30),

czyli liczba 5 powraca do swojej pozycji w bazowym wzorcu o okresie 30.
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Przyklad 2 (Pierwiastkowanie w rozszerzonym wzorcu)

Dlap=11,n=4:
Lp =lem(2,3,5,7,11) = 2310.

Potegowanie dato:
L' =2310-11° = 3074610.

Pierwiastkowanie:

=11

3,074,610 =% 279,510 =% 25410 =% 2,310 = Lp.

Kazdy krok catkowity: 11 | 3,074,610, 11 | 279,510, 11 | 25,410. v/
Wymnik:
V1lg = Pos(11, 2310).

Interpretacja

Relacyjne pierwiastkowanie jest procesem odwrotnym do potegowania: zamiast rozszerzaé
rytm, przywraca jego pierwotny ksztalt poprzez kolejne zwinigcia periodyku. Kazda iteracja
usuwa jedng warstwe ztozonosci, zachowujac relacyjna faze liczby. W ujeciu strukturalnym:

potegowanie — rozszerzenie przestrzeni, pierwiastkowanie — zwinigcie przestrzeni.

Kluczowe: obie operacje startuja z wtasciwej przestrzeni — pierwiastkowanie musi startowac
7 TOzZSzZerzonej przestrzeni Lgl), nie z bazowej Lp.

Whiosek

Relacyjne pierwiastkowanie jest odwrotng transformacja operatora potegowania i opisuje re-
dukcje ztozonodci struktury rytmu liczby p. Operacja jest rekurencyjna, cykliczna i zachowuje
pierwotng faz¢ wzorca, stanowigc naturalne domknigcie hierarchii relacyjnych operacji aryt-
metycznych. Poprawnosé na kazdym kroku wynika z faktu, ze LY = Lp - pr=173 jest zawsze
podzielna przez p dla j < n.

Liczby Wymierne w Przestrzeni Relacyjnej

Obserwacja wstepna

W klasycznej matematyce liczby wymierne Q wymagaja nowego obiektu matematycznego:
pary (a,b) z relacja réwnowaznosci (a,b) ~ (¢,d) < ad = be. Jest to rozszerzenie poza N.

W Matematyce Relacyjnej liczba wymierna nie wymaga nowego typu. Przestrzen pozo-
staje N — wymiernnos$¢ to wytacznie dodatkowa wspélrzedna skali w tej samej przestrzeni
naturalnej.
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Definicja 1 (Relacyjna reprezentacja liczby wymiernej)
Liczbe wymierng r € Q" reprezentujemy jako pare:
r = (a,b) € NxN,
gdzie:
» a — pozycja relacyjna (znaczace cyfry, liczba naturalna),
« b — skala (pozycja przecinka, liczba naturalna).

Wartosé klasyczna: r = a/b.
Przyktady:

0,12 = (12, 100), 3,5 = (35, 10), 7 = (7, 1).

Liczba catkowita jest szczegdlnym przypadkiem: b = 1.

Definicja 2 (Przesuniecie przecinka)

Przesuniecie przecinka to operacja relacyjna na wspétrzednej skali, ktora nie zmienia wartosci
liczby, lecz jej reprezentacje:
prawo lewo a b
(a,0) 229 (a-s,b-s),  (a,b) =% ( )
s’ s
dla wybranej bazy przesuniecia s € N (np. s = 10 dla zapisu dziesietnego, s = 2 dla binar-
nego).
Przesuniecie w lewo jest okreslone, gdy s | a i s | b. Oba sktadniki pary pozostaja w N —
nie opuszczamy przestrzeni.

Interpretacja relacyjna. Przesuniecie przecinka to nie zmiana wartosci, lecz zmiana
poziomu rozdzielczosci obserwacji: ta sama pozycja relacyjna widziana z innej skali.
Jest to operacja analogiczna do zmiany bazy wzorca eliminacyjnego.

Definicja 2a (Kombinacja rozdzielczosci)
Relacyjne potaczenie dwoch skal b, d € N definiujemy jako
L(b,d) := lem(b,d).

Jest to minimalna wspdina rozdzielczo$é — analogicznie do okresu bazowego Lp = lem(P) we
wzorcu eliminacyjnym. Operacja L(b, d) dziala wylacznie na warstwie skali; warstwa wartosci
nie uczestniczy.
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Definicja 2b (Operator uniesienia)
Dla pary (a,b) i wspdlnej rozdzielczosci L = L(b, d) operator uniesienia wartosci definiujemy
jako
L
Ma, b, L) = a5 € N.
Uniesienie przenosi pozycje a ze skali b do skali L, nie zmieniajac wartosci relacyjnej repre-
zentowanej przez pare. Wynik nalezy do N, bo b | L.

Definicja 3 (Operacje na parach wymiernych)

Operacje relacyjne na parach (a,b), (c,d) € N? sg definiowane warstwowo — warstwa roz-
dzielczosci i warstwa wartosci operuja niezaleznie.
Mnozenie i dzielenie (obie warstwy niezalezne):
(a,b) ® (¢,d) = (a-¢, b-d),
(a,b) @ (¢,d) = (a,b) ® (d,c) = (a-d, b-c).

Wartosé i skala mnoza si¢ osobno; brak operacji miedzy warstwami. Dzielenie przez (c,d)
to mnozenie przez pare (d, ¢), ktora jest odwrotnoscia (c, d) w klasie réwnowaznosci (a, b) ~
(V) & abl = d'b (w N? jako takim zachodzi (c,d) ® (d,c) = (cd, dc), co reprezentuje
wartos$¢ 1).

Dodawanie i odejmowanie (przez uniesienie do wspélnej rozdzielczosci):

Niech L = L(b,d) = lem(b, d). Wtedy:

(a,) & (c,d) = (Ma,b, L) + A(e,d, L), L) = <a-§—i—c-§, L),

(a,b) © (c,d) = ()\(a,b,L) — XNe,d, L), L) = (a- L_c. L L).
Dziatanie sktada sie z dwdch sekwencyjnych etapow:
1. Warstwa rozdzielczosci (niezalezna od wartosci): L = lem(b, d).
2. Warstwa wartosci (po ustaleniu L): A(a,b, L) + A(c,d, L).
Szczegblny przypadek: ta sama rozdzielczosé. Gdy b = d, zachodzi L = b i
(a,b) ® (¢,b) = (a+c¢, b).

Wartosci dodaja sie bezposrednio; skala pozostaje niezmieniona. Nie ma zadnej operacji
miedzy skalami.

Zwiazek z formula klasyczna. Gdy ged(b, d) = 1, zachodzi lem(b, d) = b - d, skad
(a,0) ® (c,d)=(a-d+c-b, b-d).

Formula klasyczna jest przypadkiem szczegdlnym formuty relacyjnej, gdy rozdzielczosci
sa wzajemnie pierwsze. Réznica jest strukturalna: klasyczne ujecie scala oba kroki w
jednym wyrazeniu; ujecie relacyjne rozdziela operacje na warstwie rozdzielczoéci od
operacji na warstwie warto$ci.
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Wyniki mnozenia i dzielenia zawsze nalezg do N2. Wyniki dodawania i odejmowania nalezg
do N?, gdy A(a,b,L) > Xc, d, L) (dla odejmowania).

Twierdzenie 1 (Zamknigcie przestrzeni N?)

Zbior N? wyposazony w operacje @, ©, ®, @ jest zamkniety (dla © przy zatozeniu A(a, b, L) >
Ae,d, L)).

Dowdd: Dla ®: obie wspélrzedne to iloczyny liczb naturalnych — wynik w N2. Dla @:
to mnozenie przez odwrotno$¢ — j.w. Dla @: warstwa rozdzielczosci L = lem(b,d) € N;
warstwa wartosci A(a,b, L) = a- (L/b) € N, bo b | L, analogicznie A(c,d, L) € N; suma liczb
naturalnych jest liczba naturalng. Wynik (a - (L/b) + ¢ - (L/d), L) € N?. Dla ©: j.w. przy
zatozeniu nieujemnosci roznicy.

Polaczenie z relacyjnym pierwiastkowaniem

Klasyczny problem: {/p dla liczby pierwszej p jest zawsze niewymierne — nie nalezy do N
ani nawet do Q.
W Matematyce Relacyjnej pierwiastek n-tego stopnia jest reprezentowany jako para:

\n/ﬁR = ( 7pn—1> € N2'
Interpretacja: pozycja relacyjna p widziana przez skale p"~! (kompresja przestrzeni o n—1

krokow).

Sprawdzenie odwrotnosci przez n-krotne potegowanie pary:
n— ®TL 7 n{n— T n\n— — T 7
(b o) = ) = (0 ) = (0 1), =0
gdzie ostatni krok to normalizacja: para (p",(p")"~!) ma wartos¢ p*/(p™)"~' = (p")*™",
czyli dla dowolnego n wynik potegowania pary wraca do przestrzeni wartosci przez operacje

normalizacji skali.
Ogdlniej, dla wyktadnika wymiernego m/n:

pR" = (p" pvt) € N2

Obie sktadowe sg liczbami naturalnymi dla dowolnych m,n € N*. Wyktadnik wymierny nie
generuje liczb niewymiernych — zostaje rozktadem na dwie wspotrzedne w N.

Interpretacja strukturalna

Przestrzen N? jest przestrzenig relacyjng drugiego rzedu:

o pierwsza wspotrzedna a — pozycja w przestrzeni wartosci,

o druga wspoétrzedna b — pozycja w przestrzeni skali.

Przesuwa si¢ przecinek nie przez podzial na nowy typ liczbowy, lecz przez ruch w drugiej
wspotrzednej — analogicznie jak relacyjne modulo przesuwa si¢ miedzy cyklami k i pozycjami
1 w tej samej przestrzeni wzorca.

Liczby wymierne, liczby o dowolnym wyktadniku, oraz adresy modulo to trzy rézne prze-
jawy tej samej struktury: dwuwymiarowego adresu w przestrzeni liczb naturalnych.
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Zwiagzek z arytmetyka komputerowg

Reprezentacja (a,b) € N? jest strukturalnie tozsama z notacja zmiennoprzecinkows (IEEE
754): mantysa a i wykladnik b to dwie liczby naturalne. Operacje na liczbach zmiennoprze-
cinkowych to operacje na parach w N2

Matematyka Relacyjna formalizuje te strukture: arytmetyka zmiennoprzecinkowa jest
szczegblnym przypadkiem relacyjnej arytmetyki wymiernej w przestrzeni N? z bazg s = 2.

Whiosek

Liczby wymierne w Matematyce Relacyjnej nie wymagaja rozszerzenia przestrzeni poza N.
Wymiernoéé¢ to dodatkowa wspoétrzedna skali, sama bedaca liczba naturalna. Wszystkie ope-
racje arytmetyczne, w tym potegowanie i pierwiastkowanie dla dowolnego wykltadnika wy-
miernego, pozostaja w przestrzeni N2> — bez liczb niewymiernych, bez nowych typéw, bez
opuszczania przestrzeni naturalnej.

Zasady Kompozycji i Cyklicznosci

Sktadanie operacji

Ztozenie operacji relacyjnych Oy, Oy, ..., O, prowadzi do powiekszenia periodyku wspdlnej
przestrzeni:
Lnowe = 1CII1<L17 Lg, cey Lk)

Kazdy wynik dzialania pozostaje elementem Z/ Lyowe/Z.

Zamkniecie przestrzeni

Zbiér wszystkich standéw wzorcowych jest zamkniety wzgledem kazdej z operacji:
Va,b € Rp, aObe Rp.

Wynika to z addytywnosci grupy Z/LZ (dla operacji addytywnych) i z zamkniecia (Z/LZ)*
na mnozenie (dla operacji multiplikatywnych).

Hierarchia predkosci

Operacje tworza hierarchie wedtug tempa wzrostu periodyku:
dodawanie (A staty) C mnozenie (skalowanie) C potegowanie (L - p™ ).

Kazda wyzsza operacja jest szybsza wersjg nizszej: mnozenie to iterowane dodawanie w ryt-
mie, potegowanie to iterowane mnozenie rozwijajace przestrzen.
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Wlasnosci Algebraiczne Ukladu Relacyjnego
Zbiér wszystkich wzorcéw wraz z operacjami @, O, ®, @ tworzy strukture algebraiczna:
A'R - (R) @7 @7 ®a ®)7

ktéra jest homomorficznie powiazana z klasycznym uktadem (Z, 4+, —, X, +) poprzez odwzo-
rowanie:

¢ (Z,+,—,x,+) — (R,®,0,8,0), ¢(n)=rpozycja relacyjna liczby n w cyklu wzorcowym.

Twierdzenie (Homomorfizm operacyjny)

Dla kazdego a,b € Z zachodza nastepujace zaleznosci:

¢(a+b) = ¢(a) ® o(b),
¢(a—b) = ¢(a) © ¢(b),
¢la x b) = ¢(a) @ ¢(b),
¢(a+b) = ¢(a) @ ¢(b),
d(a") = dla)g,
¢(Va) = {[¢(a),,

7 zastrzezeniami:

o ¢(a) @ ¢(b) jest okredlone dla elementéw odwracalnych (ged (b, L) = 1) lub w zreduko-
wanej przestrzeni;

o« qb(a)R jest okreslone, gdy ¢(a) = qb(x)%) dla pewnego x (tj. gdy a jest n-ta potega
relacyjna), przy czym operacja startuje z rozszerzonej przestrzeni Lp - p" 1.

Whniosek

Odwzorowanie ¢ zachowuje strukture dziatan, a wiec:
¢ : (Z7+7_7 X>+) — (R7@a@7®a®)

jest homomorfizmem pierscieniowym w podprzestrzeni odwracalnych elementow. Dzieki temu
kazdy wynik klasycznej arytmetyki ma jednoznaczny odpowiednik relacyjny, a operacje w Ag
sa algebraicznie zgodne z klasycznymi.

Uwagi Koncowe

Relacyjne dziatania stanowig alternatywna reprezentacje klasycznej arytmetyki. Wszystkie
operacje zachowuja cykliczno$é¢, zamkniecie i strukture grupowa. Wartos¢ liczby jest wtorna
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— pierwotna jest jej pozycja relacyjna w przestrzeni wzorcow. Z tego wynika, ze arytmetyka
klasyczna jest jedynie rzutem tej przestrzeni na os wartosci.

Operacje relacyjne tworzg kompletny uktad: dodawanie i odejmowanie to ruch liniowy na
osi cyklu; mnozenie i dzielenie to skalowanie pozycji w periodyku; potegowanie i pierwiastko-
wanie to rozszerzanie i zwijanie samej przestrzeni; liczby wymierne to dwuwymiarowy adres
(a,b) € N? bez opuszczania przestrzeni naturalnej. Kazda para operacji jest doktadna od-
wrotnoscig w tej samej strukturze relacyjne;j.
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Waizualizacja pojecia pierwszosci

Rysunek 3: Liczby pierwsze jako zrodta strukturalne w uktadzie cyklicznym. Kazde zrédto p
reprezentowane jest jako pionowa o symetrii (,,pret Zrodtowy”), woko6t ktorej owijaja sie cykle
wielokrotnosci w postaci helis o okresie p. Punkty przecigé¢ odpowiadaja liczbom ztozonym,
natomiast osie zrodel pozostajg izolowane — tworzac wzorzec pierwszosci.

Remark 17. Wizualizacja ukazuje przestrzen eliminacyjna w postaci cylindrycznego uktadu
cykli. Pierwszos¢ jawi sie jako stan izolacji strukturalnej, a ztozono$¢ — jako zjawisko prze-
ciecia i synchronizacji cykli. Model ten zachowuje klasyczne wtasnosci teorii liczb: jedno-
znacznosé faktoryzacji, strukture gestosci oraz zgodno$¢ z chinskim twierdzeniem o resztach,
lecz przedstawia je w formie geometrycznej.
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» Cykl eliminacyjny: n = 30
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Rysunek 4: Cykl eliminacyjny dla n = 30. Kazdy stupek odpowiada jednemu cyklowi pierw-
szemu. Zielone gloski reprezentuja aktywne fazy cyklu, a czerwone — punkt wielokrotnosci
stupka. Wzorzec pokazuje hierarchiczng strukture eliminacyjng oraz pojawianie sie nowych
zrodel w przestrzeni.

Wielokrotnos¢ + maska sita (markery | to liczby pierwsze 2..25)

7 —p=2 p=3 —p=5 —p=

Amplituda (=0)

o I I |V |

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 125
N

Rysunek 5: Wielokrotnos¢ i maska sita dla liczb pierwszych 2,3,5,7 w zakresie N < 25.
Krzywe przedstawiaja przebiegi amplitud cykli eliminacyjnych, a pionowe markery | ozna-
czaja pozycje liczb pierwszych. Wspdélne minima amplitud wyznaczaja punkty interferencji,
gdzie przestrzen strukturalna traci kandydatéw na nowe zrodta.
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Filar 1: Strukturalna Konstrukcja PierwszoSci poprzez
Eliminacje i Kongruencyjne Naktadanie

1.1 Pierwszos¢ jako pozostato$sé po eliminacji ztozonosci

1.1.1 Wprowadzenie

Klasyczne metody identyfikacji liczb pierwszych, takie jak sito Eratostenesa, opierajg sie
na sukcesywnej eliminacji wielokrotno$ci — procesie, ktory w istocie ujawnia pozostatosé po
eliminacji. W podejsciu strukturalnym ta sama idea zostaje zachowana, lecz przeniesiona z
plaszczyzny wartosci liczbowych na ptaszczyzne relacji cyklicznych.

Celem nie jest samo wyodrebnienie elementéw odpowiadajacych liczbom pierwszym, lecz
konstruktywne wyjasnienie ich rozmieszczenia jako efektu dzialania uktadu eliminacyjnego.
Struktura ta posiada wtasnosci deterministyczne i nie wymaga odwotania do operacji dziele-
nia czy testowania granicy /n.

Proces zachodzi w obrebie przedziatu (U, 2Pp.x], ktory w klasycznej reprezentacji odpo-
wiada zakresowi (1,2Ppax|. Wybédr jednostki U = 1 jest konwencjonalny i wynika wylacznie
z tradycji operowania na zbiorze liczb naturalnych. W sensie strukturalnym jednostka U
stanowi element neutralny w relacji cyklicznej — punkt odniesienia, a nie liczbowy absolut.

Uwaga o formie granicy. W klasycznej literaturze dotyczacej twierdzenia typu Betranda
granica ma postaé¢ (U, 2Pyay]. W ujeciu konstrukcyjnym stosowanym w niniejszym opraco-
waniu wladciwa i fundamentalna posta¢ granicy wynika jednak z zasady komplementarnosci
minimalnego i maksymalnego czynnika pierwszego, co prowadzi do ogdlnej formy

(Uv Pmin : Pmax]-

Granica ta wynika bezposrednio z hiperbolicznej struktury iloczynéw pm oraz wymogu
petnej komplementarnosci rozktadu: aby wszystkie liczby w rozwazanym przedziale byty ge-
nerowalne przez baze {p < Pyax}, konieczne jest, aby ich rozktady miescily sie w zakresie
wyznaczonym przez najmniejszy i najwiekszy czynnik. Konstrukeyjnie poprawna granicg jest
wiec Pin Prax-

Poniewaz w naturalnym uktadzie liczb pierwszych zawsze zachodzi

Pmin - 27

otrzymujemy tozsamosé
Pmianax = 2Pmax-

7 tego wzgledu w dalszej czesci opracowania stosowana jest forma 2P,.,, lecz nalezy pamie-
tac, ze jest to szczegdlny przypadek ogdlniejszej granicy Py Pmax, Wynikajacej z podstawowej
budowy strukturalne;j.

Pierwszos¢ definiowana jest tu operacyjnie: element p € Sy jest pierwszy, jesli pozostaje
podzielny wytacznie przez siebie samego oraz przez jednostke U. Zasada ta zachowuje petna
ekwiwalencje z klasycznym ujeciem, lecz dziata w ramach dowolnej przestrzeni strukturalnej,
niezaleznie od jej jednostki bazowej U. W ten sposob konstrukcja filaru pierwszego, mimo iz
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operuje w przestrzeni liczb naturalnych, zachowuje charakter ogélny — kazda przestrzen o
ustalonej jednostce U odwzorowuje ten sam wzorzec eliminacyjny.

Pelne ujecie i formalna definicja pierwszosci strukturalnej przedstawione sa w punkcie (1.5

).

1.1.2 Definicja: Zbiér eliminacyjny

Definicja 1.19. Niech P = {pi,ps,...,pr} bedzie skoficzonym zbiorem elementéw pierw-
szych (w klasycznym sensie lub ich strukturalnych odpowiednikéw). Zbiorem eliminacyjnym
wzgledem P w przedziale (U, 2Ppax] nazywamy zbior

Ep={neN:U<n<2Py., IpE P, p|n}.

1.1.3 Definicja: Zbiér przetrwaly

Definicja 1.20. Zbiorem przetrwalym wzgledem P w przedziale (U, 2P| nazywamy zbior
Rp={neN:U<n<2Pu., YpEP, ptn}.

Elementy Rp sa interpretowane jako nowe zrodia cykliczne — kandydaci do rozszerzenia
zbioru P o kolejne elementy pierwsze.

1.2 Zakres 2P, jako deterministyczna granica wykrywania pierw-
szosci

Twierdzenie 1.12. Niech P = {pi1,ps,...,pr} bedzie zbiorem elementéw pierwszych upo-
rzgdkowanym rosngco, a Py.x = max P. Niech Ep oznacza zbior eliminacyjny wzgledem P
w przedziale (U, 2Pnax], zgodnie z definicjq.

Wowczas:

1. Kazdy element ztozony n € (U,2Pyax] nalezy do Ep, tzn. zostaje wyeliminowany przez
pewne p € P.

2. Kazdy element n € (U, 2P, ktory nie zostal wyeliminowany, jest elementem pierw-
szym.

3. Zatem zbior Rp = (U, 2Pmax) \ Ep zawiera wylgcznie nowe elementy pierwsze, ktore nie
nalezq jeszcze do P, i mogq zostac¢ do niego dolgczone w kolejnym kroku konstrukcyj-
nym.

Dowdd. Niech n € (U, 2Pax] bedzie elementem ztozonym. Istnieja liczby a,b > U, takie ze
n = a-b. Bez straty ogolnosci przyjmijmy a < b, zatem a < n < 2P,,.. Wéwczas co najmniej
jeden dzielnik pierwszy d liczby n spelia d < a < 2P, ..

7. zatozenia zbior P zawiera wszystkie elementy pierwsze nieprzekraczajace Ppayx, wiec
jesli d < Py, to d € P. Wowcezas d | n, a wiec n € Ep.

Punkt (2) wynika kontrapozycyjnie: jesli liczba n nie zostata wyeliminowana wzgledem P,
to nie posiada dzielnika w P, a zatem nie jest elementem zlozonym — czyli jest pierwszym.
Punkt (3) definiuje zbiér nowych Zrédetl strukturalnych Rp, ktére stanowia rozszerzenie cyklu
eliminacyjnego w nastepnym etapie konstrukcji. O
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1.2.1 Kombinatoryczna koniecznosé istnienia przetrwalych

Dla kazdego n € (U,2Pnax] stosowany jest wzorzec eliminacyjny wzgledem zbioru P =
{p1,p2, ..., ok} Kazdy test dzielnosci wzgledem p; moze mie¢ dwa mozliwe wyniki: liczba
zostaje wyeliminowana lub przetrwa.

7Z perspektywy kombinatorycznej, dla kazdej liczby n istnieje 2 mozliwych konfiguracji
wynikéw testéw. Tylko jedna z nich odpowiada sytuacji, gdy liczba nie jest podzielna przez
zaden z p; € P, tj. zostaje zakwalifikowana jako przetrwata:

Vp; € P, n mod p; # 0.

Zatem w strukturze decyzyjnej uktadu eliminacyjnego zawsze istnieje co najmniej jedna kon-
figuracja odpowiadajaca przetrwaniu — niezaleznie od liczby czynnikow k.

Ta wlasnosé wynika z samej natury procesu eliminacji: petne pokrycie przedziatu (U, 2P ax]
przez wielokrotnosci elementéw P jest niemozliwe, poniewaz zbiér wszystkich iloczynow m - p;
przy m € N i p; < Phax jest skoficzony oraz nieciagly. Miedzy kolejnymi wielokrotnosciami
kazdego z p; wystepuja przerwy, a nakltadanie sie tych rytméw eliminacyjnych (cykli kongru-
encyjnych) nie jest w stanie usunaé¢ wszystkich pozycji jednoczesnie. W efekcie w przestrzeni
eliminacyjnej musi powsta¢ strefa niepokrycia — luka strukturalna, ktéra determinuje ist-
nienie co najmniej jednego elementu przetrwalego w kazdym oknie (Ppax, 2 Prax)-

Wnioskujemy zatem, ze:

o konstrukcja deterministycznie ujawnia nowe elementy pierwsze,
e zbiér przetrwatych nigdy nie jest pusty,

o brak pelego pokrycia przedziatu (U, 2P,y jest konieczny dla zachowania spdjnosci
rytmu eliminacyjnego,

e nie jest wymagana znajomos¢ gornego ograniczenia n, gdyz zakres wynika dynamicznie
ze struktury zbioru P.

Lemat 1 (Niepustos¢ Rp w oknie Ppax—2Pnax). Niech P bedzie skoniczonym zbiorem liczb
pierwszych z Py, = max P > 2, oraz

Ep={neN: dpeP, p|n} Rp = (U,2Pnax) \ Ep.

Wtedy Rp N (Puax, 2Puax] # 0. W szczegblnoscei w tym oknie istnieje liczba pierwsza.

1.2.2 Integralnos$¢ systemu eliminacyjnego

Twierdzenie 1.13 (Integralnosc i ciagto$é determinizmu). Niech P = {p1,pa,...,px} bedzie
zbitorem wszystkich liczb pierwszych nieprzekraczajgcych Ppax.

1. (Kompletno$é deterministyczna) Zbior przetrwalych Rp w przedziale (U, 2Pyax]
zawiera wylgeznie liczby pierwsze. Gestosé kandydatow jest wyznaczona Scisle przez

1
Dr=TI(1-2),
g pgs< p)

bez bledu ani przyblizenia.
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2. (Nieodwracalno$é pominiecia) Niech P' = P\ {p;} dla dowolnego p; € P. Wtedy
Rp: zawiera wielokrotnosci p; z przedziatu (U, 2Pyay], ktdre nie zostaly wyeliminowane
przez pozostale elementy P’ — sq to falszywi kandydaci. Ich liczba wynosi co najmniej

{2PmaxJ
Di '

Pewnosé wyniku zanika: Rp nie jest juz gwarantowanym zbiorem liczb pierwszych.

3. (Proporcjonalnosé ostabienia) Przy m brakujgcych elementach p;,,...,p;, € P
taczna liczba falszywych kandydatow wynosi co najmniej

i \‘2PmaxJ
j=1 pi]- '

Im wiecej sktadnikow brakuje, tym wiecej fatszywych kandydatow ¢ tym stabsza gwaran-
cja wyniku: determinizm ustepuje heurystyce w proporcji do liczby brakujgcych elemen-
tow.

4. (Asymptota jako granica utraty kompletnosci) Gdy kompletnosé P jest zacho-
wana w oknie 2Py, gesto$é Dp jest scista i deterministyczna. Gdy kompletnosé zostaje
zastgpiona przyblizeniem P, C P przy y — oo, blad niekompletnosci narasta © w granicy
prowadzi do

_ N

T InN’

czyli klasycznej asymptoty. Jest ona zatem konsekwencja utraty deterministycznej kom-
pletno$ci — nie prawem natury, lecz miarg przybliZenia wynikajgcq z porzucenia petnego
zbioru P.

w(N)

System liczb pierwszych jest integralnie nierozerwalny: pominiecie chocby jednego sktadnika
p; € P niszczy qgwarancje deterministyczng ¢ przenost wnioskowanie z pewnosSci w obszar przy-
blizenia. Czym wiecej sktadnikow brakuje, tym silniejsza heurystyka i tym stabszy determinizm
— ostabiany doktadnie o brakujgce elementy.

Szczegotowy opis gestosci oraz konsekwencje niekompletnosci przedstawione sq w Fila-

rze 11 (§2.4).

1.2.3 Arytmetyczne sito a strukturalny etap eliminacyjny

W klasycznym sicie Eratostenesa eliminacja ma charakter czysto arytmetyczny: liczba zto-
zona n zostaje usunieta, gdy tylko trafimy na jej najmniejszy dzielnik pierwszy p < /n.
Kolejnosé, w jakiej n zostaje wyeliminowana, zalezy wytacznie od kolejnosci przegladania
liczb pierwszych i nie niesie dodatkowej struktury.

W podejsciu strukturalnym interesuje nas nie tylko fakt, ze liczba ztozona zostanie ,kie-
dys” usunieta, lecz rowniez genealogia eliminacji: porzadek, w ktérym pojawiajg sie nowe
liczby pierwsze (zrodia) oraz ich wielokrotnosci (liczby wtérne). Cheemy, aby kazdy krok
rozwoju przestrzeni byt rozdzielony na dwa etapy:
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1. pojawienie sie nowych liczb pierwszych (Zrédet),
2. dopiero w kolejnym kroku — pojawienie sie ich wielokrotnosci.

Granica 2P« okaze si¢ naturalna wlasnie w tym sensie: gwarantuje, ze w jednym kroku nie
zajdzie konflikt typu ,liczba przechodzi jako kandydat na pierwsza, a w tym samym kroku
nowa pierwsza wyjasnia ja jako swoja wielokrotnosc¢”.

Remark 18 (Dlaczego argument opiera sie wytacznie na liczbach pierwszych). Caly dowdd
Lematu 2 opiera sie na wtasnosci minimalnosci czynnika pierwszego: jezeli ¢ jest najmniej-
szym dzielnikiem pierwszym liczby n, to kazda wielokrotnos¢ mgq spetnia

mq > 2q,

a wiec przekracza granice 2Pp.., gdy tylko ¢ > Paax.

Argument ten nie dziata dla liczb naturalnych niebedacych pierwszymi. Jezeli d jest zto-
zong liczba naturalng, to nie jest czynnikiem minimalnym, a zatem nieréwnos¢ md > 2d
nie daje zadnej informacji o strukturze pierwszych dzielnikéw liczby md. W szczegdlnosci
mogtoby si¢ zdarzy¢, ze md € (Ppax, 2Pmax] Pomimo ze d > Py, poniewaz rzeczywistym
minimalnym dzielnikiem liczby md jest mniejsza liczba pierwsza p < Phax.

7 tego wzgledu analizowany etap eliminacyjny musi by¢ formutowany wytacznie na pozio-
mie liczb pierwszych. Tylko wérdd liczb pierwszych relacja ,najmniejszy dzielnik pierwsza”
jest rownowazna ,zréodtu genealogicznemu”, co pozwala na rozdzielenie etapow:

1. nowe liczby pierwsze,
2. w nastepnym kroku ich wielokrotnosci.

W przypadku liczb naturalnych taka separacja nie zachodzi, co uniemozliwia dowdd czystosci
strukturalnej w przedziale (Ppax, 2Pmax)-

Etap arytmetyczny

Niech Ppax > 2 bedzie dana liczba rzeczywista (typowo najwieksza znana w danym kroku
liczba pierwsza). Oznaczmy przez

P<pu = {p pierwsza : p < Ppax }
zbior wszystkich liczb pierwszych < Ppax.

Definicja 1.21 (Etap arytmetyczny). Dla B > P.x definiujemy etap arytmetyczny jako
przetwarzanie przedziatu (Ppax, B], w ktérym oznaczamy jako kandydatéw na pierwsze liczby

Caryt(Pmax; B) ={n € N: Ppax <n < B, Vp € P<p,.. (p1n)}.

Klasyczne sito Eratostenesa gwarantuje, ze kazda liczba ztozona n > 1 ma dzielnik pierwszy
< y/n, ale nie narzuca zadnej struktury odnosnie rozmieszczenia nowych liczb pierwszych w
kolejnych przedziatach.
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Etap strukturalny i opézZniona eliminacja

W podejsciu strukturalnym wymagamy wiecej: w danym kroku rozwoju przestrzeni liczby
pierwsze maja pelnic¢ role Zrodel, a liczby ztozone w tym samym kroku powinny byé¢ wtdrne
wzgledem juz znanych zZrodet.

Definicja 1.22 (Etap strukturalny dla P,y ). Przedzial (Pyay, B] nazywamy strukturalnym
etapem eliminacyjnym dla P,.y, jezeli zachodza warunki:

1. (Czystosé zrddet)
Kazda nowa liczba pierwsza ¢ € (Ppax, B] wystepuje w tym przedziale wytacznie jako
liczba pierwsza, tj. zadna z jej ztozonych wielokrotnosci mqg z m > 2 nie nalezy do
(Pmaxa B] .

2. (Domkniecie wtérnych)
Kazda liczba ztozona n € (Ppax, B] ma co najmniej jeden czynnik pierwszy p < Pax.
Innymi stowy, do pelnego wyjasnienia ztozonosci zadnej liczby w tym oknie nie jest
potrzebna nowa liczba pierwsza z (Ppax, B]-

Warunek (S1) formalizuje intuicje: najpierw pojawia sie Zrédto ¢, a dopiero w kolejnym
kroku jego wielokrotnosci tworza nowa warstwe liczb ztozonych. Warunek (S2) gwarantuje,
ze w tym kroku zadna liczba ztozona nie jest ,,op6znionym dzieckiem” nowej liczby pierwszej.

Definicja 1.23 (Opdézniona eliminacja). Méwimy, ze w przedziale (Puayx, B] zachodzi opdz-
niona eliminacja, jesli istnieje liczba ztozona n € (Ppax, B] oraz nowa liczba pierwsza g €
(Puax, B] taka, ze:

L.gln,
2. n nie ma zadnego dzielnika pierwszego p < Pax-

W takiej sytuacji n jest kandydatem na pierwsza z punktu widzenia etapu arytmetycznego
opartego na P<p, .., ale zostaje ,wyjasniona” dopiero przez nowa liczbe pierwsza ¢ w tym
samym kroku, co z punktu widzenia genealogii jest konfliktem.

Zauwazmy, ze warunek (S2) jest réwnowazny stwierdzeniu, ze w etapie strukturalnym nie
moze wystapi¢ opdzniona eliminacja.

Lemat o braku op6znionej eliminacji dla granicy 2P,

Lemat 2. Niech P,.x > 2. Wéwczas przedzial (Ppax, 2Pnax] jest strukturalnym etapem
eliminacyjnym dla Py, tzn. spelnia warunki (S1) i (S2), a zatem w szczegdlnosci nie zachodzi
w nim opdzniona eliminacja.

Dowdd. Wezmy dowolng liczbe ztozona n € (Puax, 2Pmax]. Zalézmy dla sprzecznodci, ze
wszystkie jej czynniki pierwsze sa > Ppa.x. Niech ¢ bedzie najmniejszym czynnikiem pierw-
szym n. Wowczas q > Py oraz

n 2 2q > 2Py,
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co przeczy zatozeniu n < 2P,,.. Zatem kazda liczba ztozona n € (Pyax, 2Punax] ma co naj-
mniej jeden dzielnik pierwszy p < Pyax, co dowodzi (S2).

Niech teraz ¢ bedzie nowa liczba pierwsza z przedziatu (Ppax, 2Pmax]. Wtedy kazda jej
wielokrotno$é¢ mq dla m > 2 speia

mq 2 2q > 2Pmax7

a wiec mq ¢ (Prax, 2Pmax). Oznacza to, ze w rozwazanym przedziale ¢ wystepuje wytacznie
jako liczba pierwsza, a zadna jej ztozona wielokrotno$é¢ nie nalezy do tego samego okna. To
dowodzi (S1).

Skoro (S1) oraz (S2) sa spelnione, przedzial (Ppax,2Pmax] jest strukturalnym etapem
eliminacyjnym i nie moze w nim wystapi¢ opdézniona eliminacja w sensie powyzszej definicji.

[]

Maksymalnos$é granicy 2P,,.. oraz kontrprzyklad dla 3P,

Lemat 2 pokazuje, ze granica 2P,., gwarantuje czystos¢ strukturalng etapu: nowe liczby
pierwsze pojawiaja sie tu wytacznie jako zrodia, a wszystkie liczby zlozone sg catkowicie
wyjasniane przez bazowy zbiér P<p,.. .

Mozna dodatkowo pokazaé, ze préba rozszerzenia etapu do granicy 3P.x prowadzi do
konfliktu genealogicznego juz dla najprostszego zestawu bazowego.

Propozycja 5 (Konflikt strukturalny dla granicy 3P,.x). Rozwazmy etap, w ktérym bazowy
zbior liczb pierwszych to P<s = {2, 3,5}, zatem Pyax = 5. Przedzial (5, 10] jest strukturalnym
etapem eliminacyjnym, natomiast rozszerzony przedziat (5, 15] nie spelnia warunku (S1).

Dowdd. W przedziale (5,10] liczby:
6=2-3, 8=2°, 9=3* 10=2-5

sa w pelni wyjasnione przez czynniki z {2, 3,5}, a jedyna nows liczba pierwsza jest 7. Zadna
wielokrotno$¢ 7 nie nalezy do (5, 10], co jest zgodne z Lematem 2 dla P, = 5.

W rozszerzonym przedziale (5,15] pojawia sie jednak liczba 14. Arytmetycznie 14 jest
ztozona i ma najmniejszy dzielnik 2, ale jednoczes$nie jest pierwsza wielokrotnoscia nowej
liczby pierwszej 7. Z punktu widzenia genealogii:

e 7 jako nowe zrodto pojawia sie w tym samym oknie,
o 14 =2-7 jest ,pierwszym potomkiem” 7,

czyli zrodto i jego pierwsza wielokrotno$é wystepuja w jednym etapie. Narusza to warunek
(S1), ktéry wymaga, aby nowe liczby pierwsze pojawialy sie¢ najpierw jako czyste zrédia, a
ich wielokrotnosci dopiero w nastepnym kroku (na kolejnym etapie strukturalnym).

Z tego wzgledu przedzial (5, 15] nie jest strukturalnym etapem eliminacyjnym dla Pp.x =
5. O
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Powyzszy kontrprzyktad ilustruje, ze granica 3P,,x moze prowadzi¢ do zjawiska, ktére
z punktu widzenia czystej arytmetyki nie jest bltedem (liczba 14 i tak zostanie wyelimino-
wana), natomiast z punktu widzenia struktury wprowadza konflikt genealogiczny: ta sama
liczba ztozona jest jednocze$nie ,wyttumaczona” przez stary czynnik (2) oraz jest pierwsza
wielokrotnoscia nowej liczby pierwszej (7) w tym samym kroku.

W szczegdlnosci, kombinacja Lematu 2 i powyzszego przyktadu motywuje wybor granicy
2 Ppax jako maksymalnej granicy, przy ktoérej etap mozna traktowac jako strukturalnie czysty:
najpierw nowe zrodta, dopiero potem — w kolejnym oknie — ich wielokrotnosci.

1.2.4 Granica 2P,,, jako warunek geometryczny

Niech B = {p; < p2 < --- < px} bedzie zbiorem pierwszych bazowych, a Pyax = pi. Zakres
ma by¢ tak dobrany, aby kazda liczba ztozona wewnatrz tego zakresu posiadata dzielnik
pierwszy nalezacy do B. Warunek ten mozna uja¢ geometrycznie poprzez analize hiperboli
xy = n na plaszczyznie liczb catkowitych dodatnich.

1.2.5 Hiperbola jako geometria zlozonosci

Liczba ztozona n moze zostaé przedstawiona jako punkt kratowy (a,b) spetniajacy

Zbiér wszystkich takich punktéw dla danego n lezy na hiperboli zy = n.
Aby liczba zlozona n posiadata dzielnik pierwszy wigkszy niz Py, obydwa czynniki a i
b musza spetniac
a > Phax, b > Phax-

Najmniejszy mozliwy punkt kratowy tego typu to (Ppax + 1, Pmax + 1), co odpowiada naj-
mniejszej liczbie ztozonej wylacznie z pierwszych > Py

Nmin = (Pmax + 1)2

Pozycja hiperboli

Dla kazdej wartosci N < 2P, zachodzi nieréwnosé
(Pmax + 1)2 > 2PmaX7

poniewaz
(Pmax + 1) = P2 4+ 2Ppax + 1 > 2Py

max

Oznacza to, ze hiperbola zy = N z N < 2P,.x lezy caltkowicie ponizej punktu (Ppax +
1, Ppax + 1). W szczegdlnosci:

dla zadnego N < 2P, hiperbola zy = N nie przecina obszaru {(a,b) € Z2, :
a > Prax, b> Ppax}.
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‘Whiosek

7 powyzszego wynika, ze:

kazda liczba zlozona n < 2P,., musi mie¢ przynajmniej jeden dzielnik
pierwszy < P .x.

Jest to wiec najwiekszy zakres, dla ktorego zbiér pierwszych bazowych B jest samowystar-
czalny do eliminacji calej ztozonosci. Zakres krotszy niz 2 Py, nie domyka petnej struktury
kongruencyjnej najwickszej pierwszej, a zakres dtuzszy wymaga wprowadzenia nowych pierw-
szych, bo pojawia si¢ liczba (Puyax + 1)? nieobstugiwana przez siatke zbudowang na B.

Granica 2P,y jest wiec minimalnym i jednoczesnie maksymalnym przedziatem, na ktoé-
rym uktad pierwszych bazowych jest kompletny pod wzgledem eliminacji ztozonosci.

Pmax

Rysunek 6: Ilustracja geometryczna: dla N = 2P,,., hiperbola ab = N lezy w catoéci ponizej
kwadratu a,b > Pya.x. Na rysunku przyjeto przyktadowo Pu.x = 3, stad ab = 6 oraz punkt
(Ppax + 1, Puax + 1) = (4,4) reprezentujacy (Ppax + 1)%

Remark 19 (Relacja z klasycznym wynikiem). Lemat 1 formalnie implikuje istnienie liczby
pierwszej w kazdym przedziale (n, 2n), a wiec stanowi konstrukeyjne uzasadnienie twierdzenia
Bertranda—Czebyszewa. Klasyczna wersja tego twierdzenia moze by¢ zatem odczytana jako
historyczna manifestacja tej samej wtasnosci, ktorg tutaj otrzymujemy z czysto eliminacyjnej
struktury cykli.

Dowadd. Potdz n = Py.. Rozwaz wspotezynnik dwumianowy

Gﬂ:fﬁ'
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Krok 1 (czynnik pierwszy > n dzieli (2:) ). Dla kazdej liczby pierwszej p z przedziatu n <
p < 2n doktadnie jeden czynnik sposrod n+1, ..., 2n jest podzielny przez p, a zaden sposrod

1,...,n nie jest podzielny przez p. Zatem p | (%f) i w szczegdlnosci
2n
el (%) 0
n<p<2n

Krok 2 (oszacowania na (2:) ). Z géry mamy klasyczne

2
<n> < 4",
n

Z dotu (np. przez poréwnanie z suma wszystkich wyrazéw i jednokrotnosé¢ maksimum) za-

chodzi
2n 4n
> .
n - 2n+1

Krok 3 (sprzecznosé przy braku pierwszej w (n,2n]). Zatézmy, ze w (n,2n] nie ma liczb

pierwszych. Wtedy iloczyn w (1) jest pusty, a wiec wszystkie czynniki pierwsze (27?) sa < n.7Z
drugiej strony, z formuty Legendre’a na wyktadniki p-adyczne w silniach otrzymujemy ogdlne

oszacowanie
(271) < Hleogp(Qn)J‘

n p<n

Prawa strona rosnie wolniej niz wyktadniczo w n, podczas gdy z oszacowania z dotu mamy

2n 4m
> a1
n) = 2n4+1
co dla dostatecznie duzych n jest niemozliwe. Dla matych n hipoteze mozna sprawdzi¢ bez-
posrednio. Sprzecznosé. Zatem istnieje p pierwsza w (n, 2n].

Poniewaz p > Puax, to p nie jest podzielna przez zaden element P, czyli p € Rp N
(Prax, 2Pmax]- To koriczy dowdd. O

Whiosek 1 (Lokalna trwato$é rytmu). W kazdym kroku konstrukeji, dla dowolnego skonczo-
nego zbioru zrédet P, zbiér przetrwalych Rp w oknie (U, 2P,.x] jest niepusty. W konsekwencji
proces eliminacyjny deterministycznie generuje nowe zrédto pierwszosci w kazdym cyklu.

1.2.6 Zgodnosé z klasycznym twierdzeniem Bertranda—Czebyszewa

Zasada niepelego pokrycia przedziatu (U, 2P.x], wynikajaca z konstrukeji eliminacyjnej,
prowadzi do klasycznego rezultatu arytmetycznego znanego jako twierdzenie Bertranda—Czebyszewa.
W klasycznej formie opisuje ono istnienie co najmniej jednej liczby pierwszej pomiedzy n a
2n; w ujeciu strukturalnym stanowi odpowiednik gwarancji niepustosci zbioru przetrwatych.

Twierdzenie 1.14 (Bertrand—Czebyszew). Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje co
najmniej jedna liczba pierwsza p taka, Ze

n<p<?2n.
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Idea dowodu klasycznego. Pierwotny dowdd Bertranda (1845) zostal uproszczony przez Cze-
byszewa (1852), ktéry opart go na szacowaniu wspotezynnikéw dwumianowych i nieréwno-
Sciach dla funkcji w(x). W skrécie, Czebyszew wykazal, ze dla odpowiednio duzych n zachodzi
nier6wnosc: . )
ﬂ' _

L _nlm) —n(n) _,

2 n/logn
co gwarantuje istnienie co najmniej jednego elementu pierwszego w przedziale (n, 2n). O]

Remark 20 (Interpretacja strukturalna). W jezyku strukturalnym twierdzenie Bertranda—Czebyszewa
mozna odczytac jako zasade nienulowosci zbioru przetrwatych:

Rp # 0 dla kazdego zbioru eliminacyjnego P.

Oznacza to, ze w kazdym cyklu eliminacyjnym istnieje co najmniej jeden nowy element, ktéry
nie zostal pokryty przez zadne wezeéniejsze zrédto. Przedziat (n, 2n) w klasycznej wersji od-
powiada przedziatowi (U, 2Py.x] W ujeciu strukturalnym, a fakt istnienia nowej pierwszosci
stanowi potwierdzenie ciggtos$ci procesu eliminacyjnego oraz niepetnosci wezesniejszych kom-
binacji wielokrotnosci.

Whiosek 2 (Zasada trwalosci rytmu eliminacyjnego). Dla dowolnego zbioru zrédet P proces
eliminacji nigdy nie osigga stanu pelnego pokrycia. W kazdym kolejnym przedziale (U, 2 Pyax]
pojawia sie co najmniej jeden nowy element przetrwaly, ktéry stanowi kolejne Zrédto pierw-
szosci. Zatem struktura eliminacyjna jest samoodnawialna, deterministyczna i nieskonczona.

1.2.7 Zastosowanie granicy 2P,..: lokalno—addytywne ujecie hipotezy Goldba-
cha

Ramka formalna. Wszystkie rozumowania sa prowadzone w ZFC (wystarczy tez arytme-
tyka Peano), wykorzystujemy jedynie elementarna arytmetyke w N i wlasnosci liczb pierw-
szych.

Lokalno—addytywny schemat w oknie 2P,,., z certyfikacjag wsteczng

Ustalenie okna i obiekty bazowe

Niech Pyax bedzie ustalonym czubkiem (najwigksza rozpatrywana liczba pierwsza) i
W(Ppax) :={N €2Z :4 < N < 2P }-

Zbiér pierwszych w bazie: P<p,, := {p pierwsza : p < Ppax}. Réznice od czubka i ich cze$¢
parzysta:

D(Prax) = { Punax —Pp:DE Pep,.. 1 E(Puax) := D(Pax) N 27.
Dla N € W(Ppax) definiujemy offset

t = 2P, — N € 27.
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Redukcja addytywna (dokladnie dwa skladniki)

Lemat 3 (Redukcja do sumsetu réznic). Dla N € W(Py.x) zachodzi réwnowaznosé
Gpu(N) >0 =t € D(Pax) U (D(Paax) + D(Puna)),

gdzie Gp,..(N) =#{(p.q) € Pp, :p+q=N}.

Dowdd. p+ q = N wtedy i tylko wtedy, gdy (Pnax — P) + (Pmax — q¢) = t. Obie skladowe
naleza do D(Ppax)- O
Interferencja i luki w oknie 2P,

Definiujemy zbiér luk (offsetéw niepokrytych przez dwa sktadniki z bazy):
D(Phax) = {t€2Z:0<1t<2Ppax, t & D(Puax) U (D(Pnax) + D(Puax)) }-

Luki I'( Pyayx) sa skutkiem interferencji wzorcoéw kongruencyjnych (w sensie filaru I/11) i moga
pojawiaé sie lokalnie mimo pracy w pelnym oknie 2P,,.x.

Certyfikacja wsteczna i minimalne domkniecie

Dla danego parzystego N i bazowego P.x wprowadzamy minimalne rozszerzenie czubka:
A(N; Ppax) := min{ P'— P, : P’ pierwsza, 2P' — N € D(P")U (D(P') + D(P")) }.

Jedli zbiér powyzej niepusty, méwimy, ze P* := Puax+A(N; Prax) stanowi certyfikat wsteczny
dla N wzgledem bazy P<p,.. .

Propozycja 6 (Certyfikat wsteczny w oknie 2P,.«). Dla kazdego N € W(Pp.x) istnieje
pierwsza P* > P,.. taka, ze
Gp«(N) > 0.

Ponadto P* mozna dobra¢ jako minimalny czubek speliajacy warunek, czyli P* = P +
A(N; Prax)-

Remark 21 (Brak zaleznosci od testéw pierwszosci). Konstrukcja nie zaktada efektywnego
rozpoznawania pierwszych. Sekwencja czubkéw P, moze by¢ dowolnym rosnacym ciagiem
pierwszych (istnienie zapewnia Lem. 1/Bertrand—Czebyszew), a wnioski sa czysto egzysten-
cjalne: dla kazdego N istnieje skonczone P*.

Dowdéd konstrukcyjny. Rozwaz sekwencje kolejnych czubkéw P = Po < PL < P, < ... po
wszystkich nastepnych liczbach pierwszych. Dla ustalonego k sprawdzamy, czy t; := 2P, — N
nalezy do D(Py) U (D(Py) + D(Py)). Jesli tak, to istnieja p,q < Py pierwsze z p+q = N i
ktadziemy P* = P,. Minimalnos¢ wynika z definicji wyboru najmniejszego takiego k. O
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Opis zjawiska i préog poprawki

Niech 0 = ey < e; < ey < ... beda uporzadkowanymi elementami F(Pya.y). Definiujemy
lokalny prég interferencyjny

@(Pmax) = €1<Pmax) + 62<Pmax)7

ktéry wyznacza minimalny rozmiar bloku parzystych offsetéow potrzebny do pelnego pokrycia
w modelu addytywnym na dwéch sktadnikach (interpretacja: pierwszy ,stabilny” zakres po
zsumowaniu dwoch najmniejszych parzystych réznic). Empirycznie oraz w konstrukeji gene-
alogicznej filaru II zachodzi, ze po podniesieniu czubka P +— P’ nastepuje rafinacja E(P’)
skutkujaca ostabieniem I'(P’) i w praktyce

2P =N > O(P)) = 2P — N e E(P)+E(P),

co zapewnia zakonczenie certyfikacji minimalnym podniesieniem czubka.

Skonczono$¢ procedury domkniecia

Wprowadzona wczesniej wielko$¢
A(N;Pmax) :P*_Pmax

oznacza minimalny wzrost czubka, dla ktérego dana liczba parzysta N uzyskuje reprezentacje
w zbiorze sumowym E(P*) U (E(P*) + E(P*)), czyli Gps(N) > 0. Skoniczonosé¢ A(N; Poax)
oznacza, ze proces iteracyjnego rozszerzania zbioru zrodet P zawsze konczy sie po skonczonej
liczbie krokéw.

Rachunkowe domkniecie przez luki pierwsze

Definicja 1.24 (Luki i ogonowe sumy). Niech 2 =py < p; < -+ < p,, = P beda wszystkimi
liczbami pierwszymi < P i

g =pi—pi-1 (1 <i<m), si=P—pi= > g (0<i<m),
r=i+1
przy czym S, = 01isg = P — 2. Wtedy
E(P)={s;: 0<i<m, s;=0 (mod 2) }.
W szczegdlnosci 0 € E(P), a pozostate elementy E(P) to parzyste ogony sum luk {g;}.

Lemat 4 (Reprezentacja offsetéw przez ogony). Dla N € W(P), t = 2P — N zachodzi
Gp(N)>0 <<= te{s} U {si+s;: 0<i,j<m}.

Dowdd. Jest to doktadnie Lemma redukcji p+q¢ = N < (P —p)+ (P —¢q) = t, po
przepisaniu P —p = s; oraz P — q = s;. O
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Lemat 5 (Przeplatanie sum po zwigkszeniu czubka). Niech P’ = p,,;1 > P bedzie nastepna
liczbg pierwsza i g;n1 = P'— P. Niech s} := P'—p; = s;+ g1 dla 0 <i <moraz s, ., = 0.
Wtedy rodziny sum jednocztonowych i dwucztonowych spetniaja wtasnosé przeplatania:

{si} C {si} +10, gm1l, {si + 53} C {si + 55} +10,29m+1],

a kazda nowa warto$¢ s; (oraz odpowiednio s} + %) wpada migdzy sasiednie wartosci z po-
przedniej rodziny, tworzac nowe punkty siatki bez usuwania istniejacych.

Dowéd. Wprost z definicji: s} = s;+ gm41 1 8;+ 5} = (8i+5;) +2gm11. Monotonicznosé ciagoéw
(si) 1 (s; + s;) daje przeplatanie po przesunigciu. O

Definicja 1.25 (Luki pokrycia). Niech

£(P) i= ({siH20 U {51 + si}ocisem ) 1 22.
Lukami pokrycia nazywamy zbior
I(P):={te2Zn]0,2P] : t ¢ X(P)}.
Lemat 6 (Ograniczenie liczby luk przez liczbe skokéw ogondw). Zachodzi oszacowanie
LP)| < m,

gdzie m = 7(P) — 1 jest liczba luk pierwszych w [2, P]. Ponadto, jedli przejdziemy do nastep-
nego czubka P’ = p,,,1, to
NPl < () -1

Dowdd. Ciag (s;), jest $cisle malejacy, a réznice s; — s;11 = giy1 > 2. Kazdy nowy ogon s;
generuje nowe kolumny sum {s; + s;},, ktére w $wietle Lematu 5 wchodza miedzy istniejace
wartodci, uszczuplajac liczbe ,,dziur” miedzy kolejnymi pokrytymi offsetami o co najmniej
1. Startowo, przy m skokach ogona, jest najwyzej m takich dziur; kazdy kolejny czubek P’
dodaje kolejng kolumne i przez przeplatanie zmniejsza ich liczbe co najmniej o 1. O]

Whiosek 3 (Skoriczono$¢ domkniecia bez heurystyki). Dla ustalonego parzystego N i ba-
zowego czubka P rozwaz sekwencje kolejnych czubkow Py. Z Lematu 6 istnieje K < m + 1
takie, ze I'(Pg) = 0 w punkcie tx = 2Px — N. Wtedy z Lematu 4 mamy Gp, (N) > 0. W
szczegblnosci A(N; P) < K (pm+1 — Pm) W trywialnym oszacowaniu krok-po-kroku, a przede
wszystkim A(N; P) < oo.

Remark 22 (Interpretacja). Elementy E(P) to parzyste ogony ciagu luk miedzy kolejnymi
pierwszymi do P. Kazde podniesienie czubka dodaje nowy ogon i catg kolumne sum ogono-
wych, ktére przeplataja sie z poprzednimi i deterministycznie zmniejszajg liczbe luk pokryecia.
W efekcie liczba luk jest ograniczona przez liczbe skokow ogona, wiec po skonczonej liczbie
podbi¢ czubka kazda zadana pozycja offsetu zostaje pokryta.

Whiosek 4 (Lokalna petno$¢ addytywna). Dla kazdego N parzystego istnieje skoniczony
czubek P*, taki ze wszystkie liczby M < N posiadaja reprezentacje Goldbacha w obrebie
zbioru P<p«:

(4, NN2Z C{M:Gp+(M)>0}.

Oznacza to, ze proces konstrukcyjny posiada charakter lokalnie addytywnie pelny i determi-
nistycznie zamykalny:.
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Twierdzenie 1.15 (Globalne domkniecie Goldbacha w ujeciu lokalno—addytywnym). Dla
kazdej liczby parzystej N > 4 istnieje liczba pierwsza P* taka, ze Gp«(N) > 0.

Dowdd. Dla ustalonego N rozwaz cigg czubkéw P, i odpowiadajace mu offsety ¢, = 2P, — .
Z Lematu 6 liczba luk pokrycia I'( P;) maleje co najmniej o 1 przy przejsciu P, — Py 1, wiec
istnieje K z I'(Px) = () w punkcie tx. Wtedy z Lematu 4 mamy Gp, (N) > 0. O

Przypadki N <10. 4=2+2 6=3+3, 8=3+5, 10=5+5.

Procedura minimalnego domkniecia (algorytm)

1. Wejscie: parzyste N, czubek bazowy Ppax.
2. Dla P < Pyax, P=nextPrime(P) iteracyjnie:

(a) Oblicz t := 2P — N oraz zbiory D(P) i D(P)+ D(P).
(b) Jeslit € D(P)U (D(P) + D(P)), zwr6¢ certyfikat P* := P.
Algorytm daje minimalne rozszerzenie A(N; Pya.y) 1 dziala w zamknietej ramie 2P zgodnej z

granicg 2P, filaru IV; rozszerzenie jest wymuszone wytgcznie zjawiskiem interferencyjnych

luk I(-).

Pojecia interferencji, genealogii oraz operatora podzialu przestrzeni zostang formalnie
rozwiniete w Fil. II, rozdziatach 2.8-2.11, gdzie pokazano ich pelna interpretacje w
kontekécie gestosci zrédet i rezonansu strukturalnego.

1.3 Mechanizm autobalansu w konstruktach eliminacyjno—addytywnych

W niniejszym punkcie formalizujemy zjawisko stabilizacji wartosci A(NV; Ppax), ktére w kon-
strukcji lokalno—addytywnej peti role mechanizmu autobalansu: podnoszenie czubka P kom-
pensuje zaréwno degradacje gestosci liczb pierwszych, jak i interferencyjne luki I'(P). Me-
chanizm ten jest bezposrednia konsekwencjg struktury ogonéw s; i ich sumsetow.

1.3.1 Zwigzek przesuniecia okna z ogonami réznic

Dla ustalonego czubka P definiujemy parzysty offset
t(P;N):=2P — N.
W konstrukeji réznicowej z Lemma 4 offset ¢ ma reprezentacje
t € X(P)={si} U{s; +s,}.

Z definicji ogonéw
si=P—p;i= Z Gr;
r=i+1

gdzie g, = p, — pr—1 sa lukami pierwszymi w przedziale [2, P].
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Zatem kazda zmiana czubka
P— P = Pm+1

powoduje transformacje

Si > S = 8i + Gma1, Singr = 0.
1.3.2 Stabilizacja zgrubna jako liniowy wzrost ogonéw
7 definicji réznic wynika natychmiast:

Lemat 7 (Liniowy wzrost ogonéw). Dla kazdej kolejnej liczby pierwszej P’ = ppi1 > P
zachodzi
8; = 8i = Gm+1 = Pmy1 — P.

W szczegdlnosci
si=s; + AP, AP :=pn — P.

Dowdd. Bezposrednio z definicji ogonéw oraz faktu, ze s; = P —p;, a s, = P' — p;. O

Poniewaz zmiana offsetu
' =2P"— N =t+2AP

jest lintowa w AP, a wzrost luk pierwszych g,,.1 ~ log P jest asymptotycznie logarytmiczny,
otrzymujemy fundamentalng nieréwnosc:

2AP > gm+1-

Whiosek 5 (Stabilizacja zgrubna). Zmiana czubka o AP przesuwa offset t o 2AP, co dla
wystarczajaco duzego P dominuje kazda lokalng luke pierwsza g,,1.
1.3.3 Stabilizacja precyzyjna przez przeplatanie sumsetow

Z Lemma 5 mamy przeplatanie:
s, € s; + [0, AP], s; + 85 € (si +55) +[0,2AP].

Zatem dodanie nowego czubka generuje nowy zestaw sumsetow, ktéry wchodzi pomiedzy
wczedniej istniejace wartodci.

Lemat 8 (Rafinacja siatki sumsetéw). Przejscie P — P’ powoduje wzbogacenie siatki sum-
setéow X(P) o wartosci lezace pomiedzy elementami ¥(P). W szczegélnosei liczba luk I'(P)
zmniejsza sie co najmniej o 1:

NP < I(P) -1
Dowdd. Bezposrednie nastepstwo Lemma 5 i Lemma 6. n

To doktadnie odpowiada temu, co w interpretacji naturalnej nazywamy precyzyjng requ-
lacjg: nowe ogony i ich sumy tworza punkty w siatce, ktére usuwaja luki interferencyjne.
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1.3.4 Rezonanse jako efekt kolizji ogonow

Definicja 1.26 (Punkty rezonansowe). Pozycje t takie, ze
t=s;=s; (mod M)
dla pewnej duzej wartosci M = lem(py, ..., px) nazywamy rezonansowymd.

W punktach rezonansowych réznorodnos¢ ogonéw jest lokalnie mniejsza, co zwieksza
liczbe krokéw potrzebnych do zamknigcia luki. Formalnie sa to miejsca, gdzie I'(P) osiaga
wartodci lokalnie maksymalne.

Lemat 9 (Rzadko$¢ rezonanséw). Rezonanse maja miare zero w granicy P — oo i nie
wptywaja na globalng skonczonos¢ domkniecia.

Dowadd. Okresy LCM rosna supermultiplikatywnie, a wiec zestawy kolizji maja gestosé asymp-
totycznie zerowa. O

1.3.5 Definicja formalna autobalansu

Definicja 1.27 (Autobalans). Dla ustalonego N definiujemy mechanizm autobalansu jako
funkcje
A(P;N):=min{ P"> P: t(P';N) e X(P') }.

Wartosé
A(N;P)=A(P;N)—-P

nazywamy minimalnym przesunieciem czubka.

1.3.6 Twierdzenie: autobalans jest zawsze skonczony

Twierdzenie 1.16 (Skonczonosé autobalansu). Dla kazdego parzystego N > 4 oraz dowol-
nego czubka bazowego P istnieje liczba pierwsza P* > P taka, Ze

t(P*; N) € S(P¥).

W szczegolnosct
A(N; P) < 0.

Dowadd. 7 Corollary 5 mamy, ze przesuniecie offsetu ¢t przy kazdym podbiciu czubka jest
wystarczajaco duze, by pokryé¢ dowolna lokalng luke. Z Lemma 8 wynika, ze liczba luk in-
terferencyjnych maleje co najmniej o jeden przy kazdym kolejnym podbiciu czubka. Zatem
po skoriczonej liczbie krokéw osiagamy stan |T'(P*)| = 0, co zgodnie z Lemma 4 implikuje
Gp«(N) > 0. O
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1.3.7 Wnhniosek: autobalans jako deterministyczny mechanizm domkniecia

Ztozenie stabilizacji zgrubnej (liniowy wzrost offsetu) oraz stabilizacji precyzyjnej (rafinacja
sumsetéw) tworzy deterministyczny mechanizm, ktéry dla kazdego N zapewnia skonczone
domkniecie:
Gp«(N) > 0.
Mechanizm ten odpowiada obserwowanym oscylacjom wartosci A(N; P) — lokalne piki
sg skutkiem rezonanséw, natomiast cato$é¢ procesu pozostaje globalnie stabilna, co wynika z
algebraicznej struktury ogonéw i ich sumsetow.

Kierunki dalszych badan i interpretacje strukturalne

Otwarte pytania. Schemat certyfikacji wstecznej i minimalnego domkniecia prowadzi do
naturalnych pytan o charakter graniczny i asymptotyczny:

1. Czy istnieje gérne ograniczenie na wielko$¢ rozszerzenia A(N; Ppax)?
2. Jak szybko rosnie czubek P* w funkcji N7

3. Czy mozna wyznaczy¢ uniwersalny prég interferencyjny ©(P), gwarantujacy domknie-
cie w skonczonej liczbie krokow dla wszystkich N < 2P,..7

4. Czy istnieje gérne ograniczenie na wielko$é rozszerzenia A(N; Ppax) (choé jego skon-
czonos$é zostata juz wykazana w Cor. 3)7?

Badania tych zaleznosci moga ujawni¢ nowe powigzania pomiedzy lokalna strukturg addy-
tywna a globalng dystrybucja pierwszych.

Poréwnanie z klasycznymi ujeciami. Problem addytywnego opisu liczb parzystych byt
tradycyjnie analizowany z wykorzystaniem metod analitycznych i probabilistycznych, rozwi-
nietych m.in. przez Hardy’ego, Littlewooda czy Vinogradova. Prezentowany tu schemat ma
charakter odmienny — jego podstawa jest konstrukcyjna analiza lokalnych relacji miedzy
liczbami pierwszymi w ramach ograniczonego okna 2P,... Nie zastepuje on metod anali-
tycznych, lecz stanowi uzupetiajace podejscie, ukazujace mozliwos¢ uzyskania certyfikatu
addytywnego istnienia w sposob czysto strukturalny. Jego logika opiera sie na relacjach roz-
nicowych i wtasnosciach zbioréw D(P) oraz E(P), bez koniecznosci odwolywania sie do
szacowan asymptotycznych.

Potencjalne zastosowania. Strukturalny mechanizm domkniecia moze znalezé¢ praktyczne
zastosowanie w:

o generowaniu duzych par liczb pierwszych o kontrolowanej lokalnej relacji,
o konstrukcji heurystyk do testéw pierwszosci i badan gestosci rozktadu,

« optymalizacji algorytmdéw kryptograficznych, gdzie potrzebne sa powiazane pary pierw-
szych.

Schemat minimalnego domkniecia stanowi alternatywe wobec klasycznych metod losowych i
moze otworzy¢ droge do deterministycznych generatoréow struktur pierwszosci.
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Interpretacja strukturalna i filozoficzna. W kontekscie konstrukeji czterech filarow,
przedstawiony rezultat wpisuje sie w idee lokalnego i konstrukcyjnego pojmowania praw
matematycznych. Zamiast traktowac hipoteze Goldbacha jako problem wymagajacy narzedzi
analizy, ujecie to ukazuje ja jako naturalng konsekwencje zasad porzadku i addytywnosci w
obrebie struktury pierwszos$ci. Mechanizm certyfikacji ma charakter wewnetrzny — opiera
sie na relacjach pomiedzy elementami tej samej przestrzeni eliminacyjnej — i wskazuje,
ze ztozone wtasnosci liczb moga wynikaé¢ z lokalnych powigzan. Tym samym podejscie to
rozwija idee prymarnosci jako zjawiska emergentnego, powstajacego z deterministycznych
regut strukturalnych, bez koniecznosci odwoltywania si¢ do globalnych modeli analitycznych.

Remark 23 (Interpretacja konstrukcyjna). Corollary 3 gwarantuje, ze proces eliminacyjno-
addytywny jest zawsze skonczony: dla kazdej liczby parzystej N istnieje moment stabilizacji
czubka P*, po ktérym wszystkie interferencyjne luki zostaja usuniete i przestrzen addytywna
staje sie lokalnie petna (por. Lem. 6).
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1.4 Zjawisko interferencji w zbiorze liczb pierwszych

1.4.1 Wzorce eliminacyjne i ich nakladanie

Przyktad 3 (Przyktad 1.1: Wzorzec eliminacyjny {2,3}). Zakres konstrukcyjny: (U, 6U],
poniewaz lem(2, 3) = 6.
Stosujemy wzorzec eliminacyjny wzgledem P = {2,3}, eliminujac wszystkie elementy nU,
dla ktorych:
n=0 (mod2) lub n=0 (mod3).

Eliminacja obejmuje pozycje:
Ep = {2U,3U,4U,6U },

pozostaja pozycje nieeliminowane:
Rp ={U,5U}.

W naturalnym zakresie (2U, 6U] jedynym elementem przetrwalym jest 5U, odpowiadajacy
klasycznej liczbie pierwszej 5.

Przyktad 4 (Przyklad 1.2: Interferencja wzorcéw {2,3} i {5, 7}). Niech:
La=lem(2,3) =6, Lp=Ilem(5,7)=35.
Zbiér elementéw nieeliminowanych przez wzorzec {2, 3} spetnia:
n#0 (mod?2), n#0 (mod3).

Dotaczenie nowego wzorca {5,7} wprowadza niezalezng siatke eliminacyjng o okresie Lp =
35. Naktadanie si¢ cykli L4 i L powoduje lokalne zaburzenia w punktach wspélnych kon-
gruencji, czyli interferencje obu rytméw.

Eliminowane pozycje:

Eaup ={5,7,25,35,49,55,65,77,85,91,95,... }.
Przyktadowe przesuniecie:
25=35—-10=35— (6 x 1 +4),

czyli lokalna deformacja wzgledem cyklu L4 = 6.

Interferencja jest tu zjawiskiem fazowym — cykle o réznych okresach naktadaja sie, ge-
nerujac punkty wspélne (interferencja destrukcyjna) lub przerwy w eliminacji (interferencja
konstruktywna).

Przyktad 5 (Przyklad 1.3: Interferencja rozszerzonego wzorca {2,3,5}). Dla:
La=lem(2,3) =6, Lp=lem(2,3,5) = 30.

Nowy czynnik 5 wprowadza deformacje w rytmie eliminacyjnym o okresie Lg = 30.
Zaburzenia pojawiaja sie w punktach przesunietych wzgledem okresu L 4:

30 % 6n.
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Przyktady:
25=30—-5=30—(6x1+0), 55=30+25=30+ (6 x4 +1).

Kazde nowe zrédto (liczba pierwsza) wprowadza nowy okres, ktory z dotychczasowa struk-
turg tworzy interferencyjny uktad kongruencji. Zjawisko to stanowi bezposredni odpowiednik
zjawiska superpozycji w analizie falowej i zapowiada uogodlnienie w postaci chinskiego twier-
dzenia o resztach (CRT), ktére opisuje wzajemng zgodnosé cyKkli.

1.4.2 Wzorce eliminacyjne jako niezalezne cykle kongruencyjne

Niech P, = {p1,pa,-..,pr} 0znacza dowolny skoriczony zbiér elementéw pierwszych. Kazdy
taki zbiér definiuje wlasny wzorzec eliminacyjny o okresie

Lk = lcm(p17p27 s 7pk>7

czyli najmniejsza wspdlng wielokrotnosé jego zrddet.
Wzorzec W), mozna interpretowaé jako niezalezny cykl kongruencyjny, opisany przez uktad
rownan:
n=0 (mod p;) dla niektérych p; € Py.

Kazdy taki cykl wprowadza w przestrzeni rytm eliminacyjny o wlasnej rozdzielczosci i fazie.
Dla dwéch dowolnych wzorcow Wy i W,,, o okresach odpowiednio Ly i L,,, interferencja
powstaje przez ich naktadanie sie w obrebie wspoélnej wielokrotnodci:

Lk,m = ICIH(Lk, Lm)

Nie ma wymogu, by wzorce te tworzyly ciag rosnacy wzgledem zbioru liczb pierwszych —
moga by¢ dowolnymi podzbiormi, generujacymi rézne typy interferencji (lokalne, cykliczne,
rezonansowe).

Kazdy taki uktad ujawnia inna faze strukturalna, ktora w skali globalnej odpowiada ob-
serwowanej nieréwnomiernosci odstepéw miedzy liczbami pierwszymi (prime gaps). Zjawisko
interferencji jest wigc nie btedem rozktadu, lecz naturalna konsekwencja naktadania si¢ wielu
niezaleznych wzorcow eliminacyjnych.

1.4.3 Zasada interferencji eliminacyjnej

Definicja 1.28 (Interferencja eliminacyjna). Niech Wy, oraz W,, beda dwoma niezaleznymi
wzorcami eliminacyjnymi, zdefiniowanymi odpowiednio przez zbiory zrédet

Pk:{p17p27"'7pk}7 Pm:{Q17Q27-~-an}a

oraz okresy
Ly, = lem(Fy), L, =lem(P,).

Wéwezas interferencjq eliminacyjng nazywamy zbiér pozycji n, dla ktérych wzorce Wy, i
W,, wchodza w relacje kongruencyjna:

n=0 (modp;) oraz n=0 (mod g)
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dla pewnych p; € By, ¢; € Pp.
Okres interferencji okreslony jest przez:

Lk,m = ICIIl(Lk, Lm),
natomiast struktura fazowa — przez roznice resztowe
A= (p; ' mod g;) — (q;1 mod p;).

Twierdzenie 1.17 (Zasada interferencji eliminacyjnej). Dla dowolnych dwéch niezaleznych
wzorcow Wy, 1 W,,:

1. W przedziale jednej wspdolnej wielokrotnosci Ly, zachodzi petny cykl interferencji po-
miedzy ich rytmamsi eliminacyjnymi.

2. Interferencja destrukcyjna zachodzi, gdy istniejg pozycje n, dla ktorych oba wzorce eli-
minujq ten sam element.

3. Interferencja konstruktywna zachodzi, gdy fazy cykli nakladajq sie w taki sposob, Ze
powstaje luka — pozycja nieeliminowana przez Zaden z wzorcow.

Zatem:
Rim = (U, L] \ (Ew, U Ew,,)

opisuje zbior elementow przetrwatych po ztoZeniu obu rytmow, a zjawisko interferencji sta-
nowi zrodto lokalnych deformacji odstepow miedzy pierwszosciami (prime gaps ).

Remark 24 (Znaczenie strukturalne interferencji). Zasada interferencji eliminacyjnej opisuje
mechanizm powstawania nieréwnomiernych przerw pomiedzy kolejnymi stanami pierwszosci.
Kazdy nowy wzorzec wprowadza niezalezny rytm o okresie L = lem(P), ktéry w zlozeniu z
dotychczasowymi cyklami tworzy uktad rezonansowy. W wyniku przesunie¢ fazowych pomie-
dzy tymi rytmami pojawiaja sie lokalne obszary zageszczenia (konstruktywna interferencja)
oraz rozrzedzenia (destruktywna interferencja).

W rezultacie odstepy miedzy elementami przetrwatymi sg nieprzypadkowe, lecz wynikaja
z interferencji rytméw o roznych rozdzielczosciach kongruencyjnych. Zjawisko to stanowi
strukturalne wyjasnienie nieregularnosci przerw obserwowanych w analizie klasycznej. Ba-
dania nad tzw. prime gaps opisuja statystycznie skutki tego procesu, podczas gdy ujecie
strukturalne ujawnia jego deterministyczny mechanizm.

1.4.4 Wnhniosek: Interferencja jako mechanizm ewolucji wzorca

Wprowadzenie nowych elementéw pierwszosci do zbioru P nie tylko rozszerza zakres elimi-
nacji, lecz takze zmienia strukture przestrzeni przetrwalej poprzez interferencje cyklicznych
wzorcow kongruencyjnych. Kazdy nowy element p € P generuje nowe wykluczenia w miej-
scach wcze$niej nieeliminowanych, co prowadzi do:

e Destrukcyjnej interferencji — zaniku wczesniej przetrwatych pozycji poprzez nowe
warunki kongruencyjne,
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o Konstruktywnej interferencji — powstawania bardziej regularnych i przewidywal-
nych wzorcéw przetrwania dzieki zgodnos$ci nowych i istniejacych cykli.

Kazdy cykl eliminacyjny o okresie lem(P) redefiniuje strukture zbioru Rp, ujawniajac
nowe zrodta pierwszosci w miejscach dotychczas niezidentyfikowanych. Zjawisko interferencji
nie jest wiec efektem ubocznym nakladania sie kongruencji, lecz fundamentalnym me-
chanizmem ewolucji wzorca eliminacyjnego. To dzicki niemu mozliwe jest dynamiczne
generowanie i samoodnawianie zbioru P, bez odwotywania sie do klasycznego ograniczenia
operacyjnego /n, ktére ma znaczenie wylacznie algorytmiczne, a nie strukturalne.

1.4.5 Interferencja wzorcéw eliminacji

Lemat 10 (Interferencja wzorcow). Naktadanie dwoch wzorcow eliminacyjnych o dlugo-
Sciach L4 i Lg prowadzi do zaburzen rozmieszczenia przetrwalych w punktach

n=kLgtmLy, k,m € N.

Dowadd. Kazdy wzorzec eliminacyjny jest cykliczny o okresie L. Naktadanie dwoch cykli o
réznych okresach generuje uktad interferencyjny, ktérego punkty wspélne (lub przesuniete)
wyznaczaja obszary kolizji i wzmocnienia. ]

Whniosek 6. Wzorce interferencyjne pozwalajg przewidywac lokalne maksima i minima ge-
stosci elementow przetrwaltych, a zatem strukture nieregularnych odstepow miedzy stanami
pierwszosci.

1.4.6 Twierdzenie (Interferencja przez uklad kongruencji)

Niech P4, P beda podzbiorami zbioru liczb pierwszych, generujacymi wzorce eliminacyjne
o cyklach Ly = lem(Py) oraz Lg = lem(Pg). Wéwezas punkty zaburzen interferencyjnych
n € N, w ktérych cykle zakldcaja przetrwanie liczb, sa postaci:

n=k-Lg+m-Lsy, k,me&N.
Dowéd formalny (oparty na Chinskim Twierdzeniu o Resztach). Kazdy wzorzec
eliminacyjny definiuje cykl kongruencji postaci
n=0 (modp), VpeP.

Po ztaczeniu warunkéw eliminacyjnych w zbiorze P4, otrzymujemy warunek

n=r; (mod Lyu),
gdzie ry € Zj,, oznacza pozycje resztowa we wzorcu A. Analogicznie dla Pg:

n=ry (mod Lg).

Jesli analizujemy punkt, w ktorym wzorzec B naklada sie na pozycje cyklu A, rozpatru-
jemy uktad:

n=0 (mod Lg),
n=4r (mod Lyu).
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Zgodnie z Chinskim Twierdzeniem o Resztach (CRT), taki uktad ma rozwiazania wtedy i
tylko wtedy, gdy ged(La, Lg) | r. Dla roztacznych lub niezaleznych zbioréw P4, Pp warunek
ten jest zawsze spetniony, a ogdlne rozwigzania przyjmuja postac:

n=k-Lg+m-Lsy, k,meée&N.

Oznacza to, ze interferencja — zaburzenie lub wzmocnienie struktury przetrwatych — wy-
stepuje w tych punktach n, ktére sg liniowymi kombinacjami cykli podstawowych. |

1.4.7 Twierdzenie 1 (Most relacyjny miedzy struktura a pierwszo$cia)

Niech L > 1 bedzie liczba caltkowita, a P = {p € N : p jest liczbg pierwsza i p < \/f}
Wéwezas zachodzi rownowaznosé:

L € Prime<= > [p|L]=0
peEP
= [[(1-[plL])=1
peEP
<:>gcd(L, Hp) =1.
peP

gdzie [-] oznacza notacje Iversona (1, gdy warunek spetniony, 0 w przeciwnym razie).

Dowéd. Jesli L ma dzielnik p € P, to [p | L] = 1, suma jest dodatnia, a jeden z czynnikow w
produkcie [T,cp(1—[p | L]) jest zerowy, wigc caly iloczyn przyjmuje warto$¢ 0. Réwnowaznie,
ged(L, [lpepp) > 1. W przeciwnym przypadku wszystkie [p | L] = 0, iloczyn wynosi 1, a
ged(L, HpGPp) =1 U

Wersja lokalna (okienkowa). Niech P zawiera wszystkie liczby pierwsze < y. Wtedy dla
kazdego = € (1, 2y| zachodzi:
r€W(P) < > [p|lz] =0 <= z jest liczby pierwsza.
peEP
System relacyjny W(P) — zbiér punktéw bez kolizji w cyklach wyznaczonych przez P —
lokalnie generuje pelny zbiér liczb pierwszych bez odwotania do operacji arytmetycznych na
warto$ciach.

Uwagi interpretacyjne.

» ,Pokrycie przez h,” odpowiada podzielnosci przez p; ,wierzchotek synchronii” to wspdlna
klasa reszt (CRT); ,rafinacja R,,” to dolaczenie kolejnej kongruencji.

o Operacje w strukturze relacyjnej sg izomorficzne do klasycznych operacji w pierscieniu
7] LZ; r6znica ma charakter ontologiczny — dzialamy na wzorcu eliminacyjnym, a nie
na wartosciach liczbowych.

o Gestosé lokalna systemu opisuje iloczyn Hpgy(l — %), a wprowadzenie nowego cyklu
pr+1 stanowi interferencje strukturalna w sieci relacji.
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1.4.8 Wnhniosek koncowy

Wzor interferencyjny nie jest obserwacja empiryczna ani heurystyka, lecz wynika bezposred-
nio z klasycznej teorii kongruencji. CRT gwarantuje istnienie i konstrukcje punktow kolizji
cykli, umozliwiajac jednoznaczne przewidywanie lokalnych przesunie¢ w strukturze elimina-
cyjnej. Stanowi tym samym formalny pomost miedzy teorig kongruencji a strukturg pierw-
szoSci.

1.4.9 Typy interferencji: konstruktywne i destrukcyjne

Interferencje wzorcow eliminacyjnych moga mie¢ dwojaki charakter, zaleznie od skutku, jaki
wywieraja na strukture przestrzeni przeszukiwania.

Konstruktywna interferencja: Zjawisko, w ktorym naktadanie sie wzorcow filtracyjnych
wzmacnia stabilno$é¢ pozycji przetrwatych w przestrzeni eliminacyjnej. W efekcie zwiek-
sza sie lokalna spdéjnos$¢ uktadu i utrzymuje lub wzrasta prawdopodobienstwo wysta-
pienia elementéw pierwszych w okreslonych pozycjach.

Destrukcyjna interferencja: Zjawisko, w ktéorym wzorce eliminacyjne wzajemnie znosza
lub przesuwaja pozycje przetrwate, prowadzac do powstawania lokalnych pustek elimi-
nacyjnych i fluktuacji w rozktadzie przetrwatych miejsc.

Oba typy interferencji sa naturalng konsekwencja cyklicznej natury procesu eliminacji i
wystepowania wielokrotnych okreséw wyznaczanych przez rézne wartosci lem(P). Modyfikuja
one lokalna dynamike przestrzeni przeszukiwania, nie naruszajac jednak globalnej zasady
wytaniania sie pierwszo$ci poprzez pustke eliminacyjna.

Przyklad. Rozwazmy zbiér P = {2,3,5}.

» Wzorzec eliminacyjny W (P) posiada okres lem(2, 3,5) = 30.

e Liczby przetrwalte w pierwszym okresie to: 1,7,11,13,17,19, 23, 29.
Po dotgczeniu nowego wzorca opartego na p = 7:

Konstruktywna interferencja Wystepuje w tych pozycjach, w ktérych nowy cykl elimina-
cyjny (p = 7) pozostaje zgodny fazowo z istniejacym wzorcem, utrzymujac przetrwale
pozycje, np. 11 czy 13. Takie naktadanie si¢ wzorcow wzmacnia lokalna stabilnosé
uktadu eliminacyjnego, prowadzac do utrzymania rytmu przetrwatych pozycji w kolej-
nych cyklach.

Destrukcyjna interferencja Wystepuje wtedy, gdy nowe cykle eliminujg wczesniejsze po-
zycje przetrwale, np. 49,77,91,119, 133,161,203, z ktérych kazda jest przetrwata dla
{2,3,5}, lecz = 0 (mod 7). W takich punktach struktura lokalna ulega zniesieniu —
powstajg nowe obszary pustki eliminacyjnej.
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Interferencja ztozona (krzyzowa) Wystepuje, gdy dwa niezalezne cykle kongruencyjne
o okresach wzglednie pierwszych naktadajg sie dopiero po pelnym przebiegu swoich
rytmow. Przyktadem jest liczba 437 = 19 x 23, w ktorej cykle eliminacyjne 19 i 23
pozostaja lokalnie konstruktywne, lecz po osiagnieciu wspolnego okresu kongruencyj-
nego lem(19,23) = 437 prowadza do globalnej destrukcji — punktu interferencji odle-
gtej. Strukturalnie odpowiada to zjawisku dtugozasiegowej kolizji rytmow, stanowiacej
podstawe mechanizmow stabilnosci znanych z uktadéw takich jak RSA, gdzie ztozenie
dwdéch niezaleznych zrodet pierwszosci tworzy trudnag do odwrdcenia strukture elimi-
nacyjna.

Interferencja wplywa wiec na mikrostrukture uktadu liczb nieeliminowanych, powodujac
lokalne zaburzenia lub stabilizacje wzorca eliminacji.

Uwaga: Cyklicznosé struktury eliminacyjnej pozwala opisa¢ rozmieszczenie pierwszosci
jako uporzadkowane wedtug powtarzalnych wzorcow kongruencyjnych. Analiza ograniczona
do pozycji przetrwatych w jednym cyklu moze istotnie zmniejszy¢ ztozonosé badania struk-
tury pierwszosci.

1.4.10 Tozsamos¢ zbioru liczb pierwszych

Zbior liczb pierwszych P mozna ujac¢ konstrukcyjnie jako zbiér wszystkich elementow wiek-
szych niz jednostka U, ktore nie zostaly wyeliminowane przez zaden wczesniejszy element
zbioru P. Formalnie:

P={n>U:VpeP,ptn}.
1.4.11 Rozszerzanie wzorca i domkniecie zbioru eliminacyjnego
Proces konstrukeji zbioru P przebiega iteracyjnie, poczawszy od najmniejszego zrodta pierw-
szoéci Uy = 2:
« Dla P = {2} eliminujemy liczby parzyste w zakresie (U, 4].
o Pozostaje 3, ktéra zostaje dodana do zbioru P.

o Dla P = {2,3} zakres dzialania rozszerza si¢ do (U, 6]; liczba 5 przetrwa i zostaje
wtaczona do zbioru.

» Nastepnie kolejne iteracje generuja 7,11,13,17,19, ...

Kazdy zakres (U, 2 Ppax| stanowi nowy cykl konstrukeyjny. Kazdy element, ktéry w danym
zakresie nie zostaje wyeliminowany, zostaje dotaczony do zbioru P.

Zasada domkniecia: Kazdy element, ktory nie moze by¢ skonstruowany jako iloczyn
elementow juz nalezacych do zbioru P, staje sie jego nowym sktadnikiem. W ten sposéb
zbior liczb pierwszych mozna zdefiniowaé jako strukture elementéw nierekonstruowalnych
multiplikatywnie wzgledem poprzednich.
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1.4.12 Zalacznik: Macierz eliminacji dla liczb od 1 do 23

1 1 2 3 5 7 11 13 17 19 23
pierwsza 2
pierwsza 3
4 1
pierwsza 5
6 1 1
pierwsza 7
8 1
9 1
10 1 1
pierwsza 11
12 1 1
pierwsza 13
14 1 1
15 1 1
16 1
pierwsza 17
18 1 1
pierwsza 19
20 1 1
21 1 1
22 1 1
pierwsza 23
24 1 1

Rysunek 7: Macierz eliminacji liczb pierwszych w zakresie 1-23.

1.4.13 Formalizacja algorytmiczna procesu eliminacyjnego

Proces wytaniania liczb pierwszych mozna uja¢ w dwoch réwnowaznych formach: determi-
nistycznej (iteracyjnej) oraz emergentnej (fazowej). Obie implementuja te sama zasade —
pierwszo$¢ jako brak kolizji w uktadzie kongruencyjnym.

1. Model deterministyczny (iteracyjny). Niech P, = {p1,...,pr} bedzie aktualnym
zbiorem zZrédet. Dla Py. = max Py definiujemy przedzial konstrukeyjny Iy, = (U, 2Pyay]. Dla
kazdej liczby n € Ij definiujemy funkcje eliminacyjna:

Ep(n) =\ [p|n],

pEP;

gdzie [-] oznacza funkcje Iversona. Zbiér przetrwalych w danym kroku konstrukeyjnym to:
Rpk = {’fl € I : Epk(n) = 0}

Kazdy element n € Rp, jest kandydatem na nowe zrédlo i generuje kolejny zbiér Py =
P k U {TL}
[teracja ta tworzy samopodtrzymujacy si¢ system eliminacyjny:

Pk:—i—l - Pk U RPw RPk C (U, 2Pmax]-

Konstrukcja nie wymaga testowania do /n, poniewaz proces opiera si¢ na pelnym odwzoro-
waniu relacji podzielnosci w przedziale zdeterminowanym przez Pp.x, a nie na zewnetrznym
ograniczeniu arytmetycznym.
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2. Model fazowy (emergentny). Niech dla kazdej liczby pierwszej p zdefiniowany bedzie
cykl binarny:
C, = (1,0,...,0) € {0,1}*,

w ktorym pozycja bitu 1 odpowiada reszcie r = 0 (mod p). Dla danej pozycji n definiujemy
operator rotacji:
,0p<n) — C(n mod p).

p

Wartosé eliminacyjna w punkcie n wynosi:

E(n) =\ pp(n)[0],

peEP

gdzie p,(n)[0] oznacza bit na pozycji zerowej po rotacji.
Zatem:
E(n) =0 <= VY,epn#0 (mod p).

Pozycje n spetiajace ten warunek sa fazowo przetrwate:
RE"™) — {n e N:E(n)=0}.

Model fazowy nie uzywa pojecia zakresu ani iteracji; wszystkie cykle istniejg réwnoczesnie,
a liczby pierwsze pojawiaja sie jako stany braku kolizji w uktadzie rezonansowym. Formalnie
jest to system logiczny:
E(n) =0 < /\ (nmod p #0),
peEP
ktéry jest izomorficzny wobec konstrukeji iteracyjnej, z tg roznica, ze operuje na przestrzeni
faz, a nie na przestrzeni wartosci.

3. Dualizm konstrukcji i emergencji. Oba modele sa rownowazne wzgledem regutly
eliminacji:

Rp = Rg)hase).
Pierwszy opisuje proces przyczynowy (rozszerzanie zbioru P poprzez kolejne iteracje), drugi
— proces rezonansowy (samoorganizacje ukladu kongruencji w stanie stabilnym). W ujeciu
strukturalnym sg to dwa przedstawienia tej samej dynamiki: pierwszosé powstaje w punktach,
w ktorych Zadna czestotliwosé eliminacyjna nie uderza.

Interpretacja. System rotacyjny {C, : p € P} implementuje mechaniczny test kongruencji
bez operacji arytmetycznych. Kazda liczba n odpowiada wspdélnemu stanowi wszystkich cykli;
jezeli w zadnym z nich nie wystepuje bit eliminacyjny (pozycja zerowa), pozycja n stanowi
punkt przetrwaly — Zrdodio nowej pierwszosci. System ten jest zatem logicznie rownowazny
klasycznemu sitowi Eratostenesa, lecz ujmuje proces w sposéb konstrukcyjny i ontologiczny:
pierwszos¢ jest brakiem kolizji w rezonansowej sieci kongruencji.
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1.4.14 Interpretacja operatora kongruencji i strukturalne znaczenie eliminacji

W zaprezentowanych konstrukcjach operator reszty z dzielenia (%) pelni wylacznie funkcje
technicznego sprawdzania warunkow kongruencyjnych. Nie stanowi istoty metody, lecz imple-
mentuje relacje:

nmodp=0 <= n € Ep.

W ujeciu strukturalnym operujemy nie na wartosciach arytmetycznych, lecz na uktadzie rela-
¢ji kongruencyjnych, tworzacych deterministyczny wzorzec eliminacyjny. Proces eliminacji nie
polega na etapowym usuwaniu wielokrotnosci, jak w klasycznym sicie Eratostenesa, lecz na
jednoczesnym pokryciu catego przedziatu (U, 2Py.] warunkami kongruencji dla wszystkich
p e P.

W tym sensie operator % jest jedynie lokalnym testem przynaleznosci do wzorca:

Ep(n) = \/[nmod p=0],

peEP

a nie zrodtem samej struktury. Struktura eliminacyjna jest bowiem deterministycznym od-
wzorowaniem relacji kongruencji w przestrzeni N, a pierwszos¢ stanowi stan braku przynalez-
nosci do zadnego z tych wzorcow.

1.4.15 Wniosek koncowy: pierwszos¢ jako koniecznosé strukturalna

Konstrukcja eliminacyjna ujawnia, ze liczby pierwsze nie sg przypadkowymi wyjatkami, lecz
logiczng konsekwencja petlnego systemu wykluczania. Kazda liczba, ktéra nie zostata po-
kryta przez zaden wzorzec kongruencyjny, musi pozosta¢ w przestrzeni przetrwatej — a wiec
jest elementem pierwszym. Pierwszo$¢ jest zatem stanem nieeliminowalnym w relacyjnym
uktadzie kongruencji, a nie efektem probabilistycznej fluktuacji.

Zbiér liczb pierwszych P mozna wiec okredli¢ jako:

P={neN:V,c,nmodp#0},

lecz w konstrukcyjnym ujeciu nie wymaga to testowania wszystkich p < n, poniewaz zakres
(U, 2P,ax] gwarantuje pelne pokrycie i samodomkniecie procesu.

1.4.16 Zlozonosé strukturalna

Deterministyczny charakter rozmieszczenia liczb pierwszych nie eliminuje trudnosci oblicze-
niowych: ich odnajdywanie wymaga zachowania integralnosci catego wzorca eliminacyjnego
do danego N. Kazdy nowy element pierwszosci jest emergentnym skutkiem wspoétdziatania
wszystkich wezesniejszych zrédet, co sprawia, ze globalna spojnosc struktury stanowi warunek
konieczny poprawnos$ci wyniku.

ZYozonos¢ obliczeniowa wynika zatem nie z braku reguty, lecz z koniecznosci uwzglednie-
nia petni relacji eliminacyjnych — kazdy element zalezy od catego uktadu. Mozna to ujac¢
syntetycznie:

Trudnos¢ obliczeniowa nie wynika z chaosu, lecz z catoSciowej spojnosci.

Remark 25 (Charakterystyka metody). W odréznieniu od klasycznych podejsé:
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1. system deterministyczny w przod pozwala przewidzieé¢ gdzie pojawi si¢ nowa pierwszos¢é
w zakresie (U, 2Py, bez testéw podzielnosei ani aproksymacii,

2. system emergentny (fazowy) opisuje dlaczego pojawia sie ona wlasnie tam — jako stan
braku kolizji w uktadzie rezonansowym.

Oba tryby sa réwnowazne i wzajemnie domykaja opis strukturalny: pierwszos¢ jest koniecz-
noscia wynikajaca z relacyjnej petni uktadu kongruencji.

Warto podkredli¢, ze opisany tu mechanizm eliminacji ma charakter czysto lokalny: kazda
liczba dziata wytacznie w obrebie wlasnego cyklu kongruencyjnego, bez dostepu do informa-
cji globalnej. Mimo tej prostoty naktadanie si¢ wielu takich rytméw prowadzi do bogatej
struktury rozmieszczenia liczb przetrwalych.

Pehiejsze ujecie tego zjawiska, obejmujace analize fazowa i role operatoréw odpowie-
dzialnych za globalny obraz rytméw, przedstawiono w Fil. III (por. sekcja 3.12). Dopiero
tam pokazane jest, jak lokalne reguty prowadza do pelej dynamiki uktadu.

1.4.17 Dalsze kierunki badan

Prezentowana konstrukcja ujawnia lokalng i globalng strukture rozmieszczenia liczb pierw-
szych poprzez deterministyczny proces eliminacyjny. Otwiera to nowe mozliwoéci badawcze
w ramach zaréwno teorii liczb, jak i algebry strukturalne;j:

o Analiza interferencji dla duzych N: badanie efektéw naktadania sie cykli kongruen-
cyjnych przy rosnacym zbiorze P, w tym analiza gestosci, rozrzutu i periodyki , pustek
eliminacyjnych”.

e Modelowanie rezonanséw strukturalnych: identyfikacja uktadéw kongruencyjnych,
ktore prowadzg do regularnych lub nieregularnych klastréow przetrwatych pozycji — po-
tencjalnych miejsc skupienia liczb pierwszych.

o Uogéblnienie na nieskonczonosé: opis procesu rozszerzania wzorca P w granicy
N — o0, jako konstrukcji prowadzacej do asymptotycznej rekonstrukeji zbioru P oraz
formalnego powiazania z funkcja ((s).

o Pordéwnanie z klasykaq: zestawienie wynikéw konstrukcyjnych z klasycznymi przybli-
zeniami rozktadu liczb pierwszych (funkcja 7(z), hipoteza Riemanna, liczby blizniacze,
gestosé Dirichleta).

o Formalizacja algebraiczna: opis procesu eliminacyjnego w ramach pierscieni resz-
towych Z/LZ oraz jego uogdlnienie do sieci izomorficznych uktadéw kongruencyjnych,
co pozwala bada¢ wtasnoéci interferencji jako operacje w przestrzeni relacji, a nie w
przestrzeni wartosci.

o Analiza asymptotyczna i spektralna: rozwiniecie konstrukeji do postaci funkcji
generujacej gestos¢ przetrwalych pozycji,
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oraz badanie jej fluktuacji i rezonanséw w granicy x — 0o, z wykorzystaniem narzedzi
analizy harmonicznej i teorii operatoréow.

Kazdy z powyzszych kierunkéw umozliwia dalsze pogtebienie rozumienia deterministycz-
nej natury liczb pierwszych. Konstrukcja nie tylko opisuje gdzie pojawia sie pierwszosc, lecz
dostarcza rowniez formalnych narzedzi, ktére pozwalajg analizowaé jej strukture w jezyku
algebry, topologii relacyjnej i teorii gestosci.
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1.5 Strukturalne ujecie pierwszosci

Niech g bedzie ustalonym generatorem (jednostka siatki). Definiujemy zbior

Ny:={n-g|neN}

1.5.1 Operacje

Na N, definiujemy dwie operacje:

(m-g)®(n-g):=(m+n)-g, (m-g)©(n-g):=(mn)-g.

Struktura (N, @, ®) jest semipierécieniem izomorficznym z (N, +,-).

1.5.2 System addytywny

Struktura (N, @, ®) jest systemem addytywnym, poniewaz wszystkie relacje i operacje mozna
sprowadzi¢ do iteracji jednej jednostki g poprzez dodawanie. Mnozenie w tej przestrzeni ma
charakter wtorny:

(m-g)©m-g)=m-g)@&(m-g)© & (m-g)=(mn)-g.

n razy

W konsekwencji:
1. struktura mnozenia jest catkowicie zdeterminowana przez dodawanie,

2. pierwszos$¢ mozna interpretowac jako nierozktadalnosé addytywng w przestrzeni indek-
SOwW,

3. wybdr jednostki g ustala jedynie skale addytywng, nie zmieniajac topologii relacji.

Z tego powodu przestrzen N, jest nie tylko semipierscieniem, lecz réwniez systemem addy-
tywnym iteracyjnym, gdzie struktura pierwszosci wynika z dynamiki dodawania jednostki.

1.5.3 System multiplikatywny i przeniesienie pierwszosci
Rozwazmy przestrzen generowana przez mnozenie jednostki strukturalnej S:
MS :{S”|n€N}

W przeciwienstwie do systemu addytywnego N4, w ktorym iteracja polega na dodawaniu
jednostki g, tutaj iteracja odbywa sie poprzez potegowanie. Zamiast ciagu (1,2,3,4,...)
mamy ciag (5,52 53,...).

Pierwszo$¢ pozostaje zachowana, lecz jej lokalizacja ulega przesunieciu:
« w systemie addytywnym N, jest to nierozktadalno$¢ indekséw n,

o w systemie multiplikatywnym Mg jest to nierozktadalnos¢ wyktadnikéw n.
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Inaczej méwiac: element SP jest pierwszy, jesli jego wyktadnik p jest liczba pierwsza.

Jesli przyjmiemy jednostke S = , to przestrzen M, = {7, 7% 73 ...} nie posiada naturalnej
iteracji ,,1,2,3” w klasycznym sensie. Poruszamy si¢ w niej wytacznie po znanych potegach
7, a relacje addytywne zostaja zastgpione relacjami potegowymi. Pierwszos$¢ ujawnia sie w
wyktadnikach, czyli w strukturze, nie w wartosciach liczb.

Analogicznie, jedli przestrzen jest generowana przez pierwiastek R, np. R = v/2, to jej iteracja
przyjmuje postac

R, R* R?, ...,

a pierwszo$¢ ujawnia sie w stopniach pierwiastkowych: element RY? jest odpowiednikiem
pierwszosci w przestrzeni pierwiastkowe;.

Zatem mozna wyrozni¢ dwa typy systemow:
1. Addytywny — iteracja przez dodawanie jednostki g, pierwszo$¢ w indeksach.

2. Multiplikatywny — iteracja przez potegowanie jednostki S, pierwszos¢ w wyktadni-
kach.

Oba systemy sa izomorficzne w sensie strukturalnym, réznig sie jedynie sposobem reprezen-

tacji iteracji. Pierwszos¢ jest wiec wlasnosciag struktury iteracyjnej, a nie sposobu jej zapisu.

Symetria potegowo—pierwiastkowa. System multiplikatywny mozna odwrécié, prze-
chodzac od poteg do pierwiastkow:

PS :{Sl/”|n€N}

[teracja odbywa sie tu w kierunku odwrotnym — przez dzielenie wyktadnika, a nie jego
zwickszanie. Podobnie jak poprzednio, pierwszo$¢ ujawnia sie w strukturze wyktadnikow:

SYP jest ,pierwszy” w przestrzeni pierwiastkowej wtedy i tylko wtedy, gdy p jest pierwsze.

W tym ujeciu S'/2, S'/3, S1/5 stanowia pierwotne pierwiastki strukturalne, a wszystkie inne
S/™ sq ich wielokrotnoéciami w sensie potegowym:

gl/4 _ (51/2)1/2, §L/6 — (51/3)1/2, itd.

Tym samym system pierwiastkowy Pg jest lustrzanym odbiciem systemu potegowego Msg:
pierwszos¢ pozostaje niezmienna, a jedynie kierunek iteracji ulega odwroceniu. Pierwiastki
strukturalne mozna wiec traktowac¢ jako fundamentalne jednostki dzielnosci wyktadnikow,
analogiczne do roél liczb pierwszych w przestrzeni addytywne;j.

1.5.4 Izomorfizm

Rozwazmy odwzorowanie
0 N—= N, p4(n)=n-g.

Lemat 11. Odwzorowanie ¢, jest izomorfizmem semipierscieni.
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Dowdd. Dla dowolnych m,n € N zachodzi

pg(m+n)=(m+n)-g=(m-g)®(n-g)=p(m)® eyn),

pg(mn) = (mn)-g = (m-g) ©(n-g) = pg(m) © @y(n).

1.5.5 Pierwszosé

Definicja 1.29. Liczba p > 1 jest pierwsza w N, jedli dla ab = p mamy a =1 lub b = 1.
Definicja 1.30. Element p - g € N, nazwiemy g-pierwszym, jesli dla

TOY=p-g
zachodzi x = g lub y = g.
Twierdzenie 1.18. p jest pierwsze w N wtedy i tylko wtedy, gdy p - g jest g-pierwsze w Ny.
Dowéd. Bezposrednio z izomorfizmu ¢, ktéry zachowuje rozktady mnozeniowe. Jedynce w
N odpowiada g w N, wiec definicje pierwszosci s réwnowazne. O
1.5.6 Wniosek

Pierwszos¢ jest wlasnoscia indeksow n € N, a nie generatora g. R6zne wybory generatora
(np. g =1, g = m, g = ) daja izomorficzne struktury, w ktérych zbiér elementéw pierwszych
odpowiada zawsze zbiorowi liczb pierwszych w N. Naturalne liczby nie sa wigc wartosciami
w przestrzeni, lecz wspotrzednymi, ktore niosa strukture iteracji.

1.5.7 Rozszerzenie do wymiernych
Definiujemy

Qg ={a-glqacQ},
7 operacjami

(g-g)@(r-g):=(q+r)-g, (q-9)©(r-g):=(qr)-g.

Lemat 12. Odwzorowanie ¢, : Q — @, dane przez ¢,(q) = ¢ - g, jest izomorfizmem
pierscieni.

Dowdéd. Dowdd identyczny jak w przypadku N: operacje dodawania i mnozenia sprowadzaja
sie do dziatan na wspotezynnikach ¢, r € Q. O
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1.5.8 Pierwszos$é w mianownikach

a

Kazdy ¢ € Q zapisany w postaci zredukowanej ¢ = § (ze ged(a,b) = 1) posiada rozktad
arytmetyczny: 5
G:Hp?i, b:HQjJ>
( J

gdzie p;, q; sa liczbami pierwszymi, a wyktadniki o, 5; > 0.

Definicja 1.31. Dla g € Q definiujemy p-adyczna ocene:

up(q) = vp(a) — vp(D).
Wartosci v, opisuja strukture rozkladu wymiernych na czynniki pierwsze.
» Dodatnie wartosci v, oznaczajg obecno$¢ czynnika p w liczniku.
« Ujemne wartoSci v, oznaczajg obecno$¢ czynnika p w mianowniku.

Twierdzenie 1.19. Pierwszosé w mianowniku (p wystepujgce w b) jest réwnowazna ujemne;j
wartosci vy(q).

Dowdd. Jedli b zawiera p, to v,(b) > 0, a zatem v,(q) < 0. Na odwrdt, jesli v,(¢) < 0, to b
musi zawiera¢ czynnik p. Dowdd elementarny. ]
1.5.9 Interpretacja strukturalna

W rozszerzonej przestrzeni (), pierwszo$¢ nie ogranicza si¢ do indekséow w N, lecz ujawnia sie
réwniez w mianownikach wymiernych. Elementy postaci ¢*/?, gdzie p jest pierwsze, odpowia-
daja minimalnym nierozktadalnym pierwiastkom w tej przestrzeni. Z kolei elementy takie jak
g'/* rozkladaja sie (np. g'/* = (g'/?)/?), wiec sa ,,ztozone” w sensie struktury mianownikowe;.

1.5.10 Wniosek
Rozszerzenie do wymiernych pokazuje, ze:
1. Pierwszos¢ w liczbach naturalnych odpowiada nierozktadalnosci indekséw n.

2. Pierwszo$¢ w wymiernych objawia si¢ rowniez w mianownikach, poprzez ujemne war-
toSci p-adycznych ocen v,

3. Struktura pierwotnosci pozostaje niezalezna od wyboru generatora g, a jej lokalizacja
(licznik /mianownik) zalezy jedynie od znaku wyktadnikéw w rozkladzie elementéw.

1.5.11 Interpretacja geometryczna

Siatka addytywna. Przestrzen N, = {n-g|n € N} mozna interpretowa¢ geometrycznie
jako jednowymiarowq siatke wzdtuz prostej rzeczywistej, gdzie kolejne punkty sa réwnomier-
nie oddalone o krok g. Wybor generatora g zmienia skale tej siatki, ale nie jej strukture.
Indeksy n dziataja jako wspétrzedne dyskretne wzdtuz osi.
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Zageszczenie wymierne. Rozszerzenie do Q, = {¢-¢g | ¢ € Q} odpowiada zageszczeniu
statki — zamiast tylko wielokrotnosci g, pojawiaja sie takze punkty ,,pomiedzy”, odpowiada-
jace wymiernym wspoétczynnikom ¢. Kazdy mianownik b w ¢ = a/b mozna traktowaé jako
podziat segmentu a - g na b réwnych czedci.

Pierwszos¢ w siatce. W tym obrazie:

o Pierwszos¢ indekséw n (w N,) oznacza, ze punkt n - g nie daje sie uzyskaé przez réw-
nomierne grupowanie mniejszych krokéw (poza trywialnym przypadkiem 1 - g).

 Pierwszo$¢ w mianowniku (w Q) oznacza, ze punkt % - g jest nagmniejszym niepodziel-
nym podziatem segmentu g.

Spéjnosé warstwowa. Obraz geometryczny ujawnia naturalne dwuwarstwowe rozwar-
stwienie:

1. Warstwa indekséw — odpowiada strukturze liczb naturalnych, ktére sg wspdtrzed-
nymi siatki (pierwszo$¢é w indeksach).

2. Warstwa generatora — odpowiada wyborowi skali g, ktora ustala fizyczny rozmiar
kroku, ale nie wptywa na strukture pierwszosci.

Whiosek. Pierwszos¢ ma charakter strukturalny, a nie wartosciowy. W warstwie indeksoéw
przejawia sie jako nierozktadalnos¢ liczb naturalnych, w warstwie wymiernej jako nierozkta-
dalnos¢ podzialéw odcinka. W obu przypadkach geometryczny obraz siatki i jej zageszczen
pokazuje, ze wybor generatora g jest jedynie skala, a nie Zrodtem wtasnosci pierwszosci.

1.5.12 Twierdzenie konncowe: niezmienniczos¢ pierwszosci

Twierdzenie 1.20 (Niezmienniczo$é¢ pierwszosci). Dla dowolnego generatora g # 0 struktura
(Ng, B, ®) jest izomorficzna z (N, +,+), a struktura (Q,, ®,®) 2z (Q,+,-).
W szczegolnosci:

1. Element p-g € Ny jest g-pierwszy wtedy ¢ tylko wtedy, gdy p jest liczbg pierwszq w N.

2. W Qg obecnosé czynnika pierwszego w mianowniku b odpowiada ujemnej wartosci vy(q)
1 jest niezalezna od wyboru g.

Dowdd. Izomorfizm ¢, : n — n-g zachowuje operacje. Pierwszo$¢ i rozktady sg inwariantami
izomorfizmu. Dla (), rozszerzamy definicj¢ na Q, a analiza przez p-adyczne oceny v, pokazuje,
ze czynniki w liczniku i mianowniku sg réwniez niezalezne od g. O]
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1.5.13 Konkluzja

Pierwszo$¢ nie jest wlasnoscig wartosci liczbowych, lecz whasnoscig struktury iteracji w indek-
sach naturalnych. Wybér generatora ¢ ustala jedynie skale siatki, ale nie wptywa na rozktady
ani na zbiér elementoéw pierwszych.

Problem historyczny ,,czy 1 jest liczba pierwsza?” okazuje sie konsekwencjg pomieszania
dwo6ch warstw: generatora (skali) i indekséw (iteracji). Dopiero rozdzielenie tych warstw daje
petne, spdjne ujecie, w ktorym pierwszosé jest absolutna, a jedno$é 1 jest tylko szczegdlnym
wyborem generatora g.

1.5.14 Uwaga historyczna

Pojecie liczby pierwszej byto od starozytnosci obcigzone problemem jedynki. Euklides w Ele-
mentach traktowat 1 jako odcinek elementarny i zaliczat ja do liczb pierwszych, gdyz nie
posiadata zadnych dzielnikow poza sobg sama. Problem pojawial si¢ przy rozktadach: wow-
czas unikalno$¢ faktoryzacji stawata sie niejasna, bonp. 6=2-3=1-2-3=1-1-2-3...

Dopiero w XIX wieku, wraz z pracami Gaussa nad teorig liczb i fundamentalnym twier-
dzeniem arytmetyki, przyjeto rozréznienie: 1 nie jest pierwsza, poniewaz jest elementem neu-
tralnym mnozenia i nie pelni roli ,cegietki” w faktoryzacji.

Jeszcze pézniej, aksjomaty Peano (1889) oraz rozwdj teorii grup i pierscieni umozliwity
Sciste oddzielenie:

 indekséw (naturalnych liczb, ktére koduja iteracje),
« generatora (jednostki 1 lub dowolnego g),

i wykazanie, ze unikalnos$¢ rozktadu i pojecie pierwszosci sg inwariantami strukturalnymi,
niezaleznymi od wyboru generatora.

Interpretacja strukturalna problemu jedynki. W zapisie 6 = 1-1-2 -3 kazdy do-
datkowy czynnik 1 mozna interpretowac nie jako ,mnozenie przez neutralny element”; lecz
jako natoZenie tej samej przestrzeni na samg siebie. W klasycznej arytmetyce przyjeto, ze 1
jest neutralne, poniewaz dla S = 1 zachodzi przypadkowa rownos¢ S™ = S dla wszystkich n.
Jednak gdy przestrzen ma jednostke S # 1, relacja ta traci sens:

S-5.-S=8%+8.

Oznacza to, ze operacja powielania jednostki nie jest neutralna, lecz zmienia nature prze-
strzeni, prowadzac do jej wielokrotnego natozenia. Problem jedynki w starozytnej teorii liczb
nie byt wiec bltedem rachunkowym, lecz wynikiem utozsamienia wartos$ci 1 z jednostka prze-
strzenna, ktora tylko w szczegdlnym przypadku (S = 1) nie wprowadzata deformacji.

W ujeciu strukturalnym poprawna neutralno$é¢ wystepuje jedynie wtedy, gdy jednostka jest
tozsama z bazowq strukturg przestrzeni — nie za$ z jej wartoscia liczbowa. Wtedy dopiero
mozliwe jest spdjne rozdzielenie pojecia ,elementu neutralnego” od pojecia ., jednostki prze-
strzennej”.
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Whniosek historyczny. Problem jedynki nie byl wiec bledem starozytnych, lecz efektem
braku narzedzi do rozdzielenia warstw ,indeksu” i ,skali”. Dopiero jezyk algebry abstrakcyj-
nej pokazal, ze pierwszos¢ tkwi w indeksach naturalnych, a wybor generatora jest kwestiag
konwencji.
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Filar 2: Gestos¢ liczb pierwszych

2.1 Wprowadzenie

W teorii liczb rozktad liczb pierwszych uznaje si¢ za nieregularny. Ich $rednia gestosé w
granicy dla duzych N przybliza asymptotyczny wzor:

N

m(N) ~ N

Wskazuje on, ze czestos¢ wystepowania liczb pierwszych maleje logarytmicznie, lecz nie daje
informacji o ich lokalnym rozmieszczeniu.

Analiza zbioru liczb naturalnych z uwzglednieniem podzielnosci przez ustalony zestaw
liczb pierwszych umozliwia natomiast wyznaczenie doktadnej proporcji liczb niepodzielnych
w skonczonym zakresie. Tak okre$lona proporcja stanowi predykcyjng gestosé, poniewaz wska-
zuje precyzyjnie, w ktérych pozycjach moga wystepowaé kandydaci na liczby pierwsze.

2.2 Definicja gestosci przez filtracje

Liczby pierwsze mozna okresli¢ jako liczby niepodzielne przez zadne mniejsze pierwsze. Niech
P = {p1,p2,...,pr} bedzie skoniczonym zbiorem liczb pierwszych. Tworzymy cykl o dtugosci:

L =1lem(py,...,pr),
i analizujemy liczby w przedziale (1, L]. Wyr6zniamy dwie klasy:
o liczby podzielne przez dowolny element P — przefiltrowane,
 liczby niepodzielne przez zaden element P — nieprzefiltrowane.

Utamek liczb nieprzefiltrowanych w tym zakresie opisuje wzér:

szll)(l—j)).

2.3 Przyklad
Dla P = {2,3} otrzymujemy L = 6. W zakresie (1, 6]:

Liczba | Podzielnosé
1 brak
przez 2
przez 3
przez 2
brak
przez 21 3

DD O W N
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Nieprzefiltrowane pozycje to 1 i 5, wigc z 6 liczb pozostaja 2:

co zgadza sie z obliczeniem:
(1_1) (1_1) _Lb2_ 1
2 3 2 3 3

2.4 Konstrukcyjny wzoér gestosci jako réwnowaznik klasycznego
przyblizenia

Klasyczne podejscie do badania rozktadu liczb pierwszych opiera sie na wzorze asymptotycz-
nym:

N
T(N) ~ 5
uzyskanym metodami analizy zespolonej. W ujeciu konstrukcyjnym — opartym na petnej
strukturze eliminacyjnej i interferencjach cykli kongruencyjnych — gestos¢ wynika bezposred-
nio z mechanizmu filtracji.

Definicje. Niech:
Py={peP:p<uy}, Ly =lem(P,),

Dy:H<1—1>.

Py p

oraz:

Wielkos¢ D, interpretujemy jako gestos¢ kandydatow na liczby pierwsze pozostajacych po
filtracji przez wszystkie p < y w jednym cyklu dtugosci L,,.

Lokalna $cisto$é. W przedziale (1,2y] filtracja przez P, jest kompletna:

#{przetrwali w (1,2y|} = 7(2y) — 7(1),

co oznacza, ze D, dokladnie opisuje rzeczywisty gestosc liczb pierwszych w tym zakresie.

Globalne rozszerzenie. Dla ogélnego N liczb¢ kandydatéw po filtracji przez P, opisuje
zaleznosc:

Sy(N) = NDy + o(N,y),
gdzie o(N,y) to blad niepetnego cyklu. Dodanie kolejnych liczb pierwszych p > y usuwa
falszywych kandydatow w pozycjach przewidywanych przez relacje interferencyjna:

n=kLgEtmLy, k,m € N.
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Wzér konstrukcyjny. Po uwzglednieniu kolejnych rozszerzen zbioru P i interferencji mie-
dzy cyklami otrzymujemy:

m(N) = NH (1 — ;) + I,(N) + o(N,y),

gdzie I,(N) stanowi doktadng poprawke zwigzang z destrukeyjna interferencja nowo dodanych
cykli.
W granicy y — oo otrzymujemy:

m(N) = thN (1+e(V)),  e(N) =0,

czyli konstrukcyjny rownowaznik klasycznego wzoru asymptotycznego.

Uwagi. Klasyczne podejscie traktuje wzor asymptotyczny jako zatozenie, natomiast tutaj
stanowi on konsekwencje lokalnej, deterministycznej filtracji. Gestosé liczb pierwszych nie
jest wiec srednig statystyczna, lecz wynika z wewnetrznej struktury procesu eliminacyjnego.

2.5 Klasyczne ujecie gestosci — Twierdzenie Mertensa

Zanim przejdziemy do poréwnania podejs¢, warto przypomnie¢ klasyczny wynik analizy
asymptotycznej, ktéry taczy gestosé liczb pierwszych z iloczynem Mertensa.

Twierdzenie 2.21 (Twierdzenie Mertensa). Dla dowolnego x > 1 zachodzi asymptotyczna

zaleznodc:
!
11 (1—) ~e’lnuz,

p<z p
gdzie v =~ 0,57721 ... jest stalqg Fulera—Mascheroniego.

Szkic dowodu. Rozpatrzmy funkcje ((s) dla R(s) > 1, dana przez iloczyn Eulera:

C(s) =TI (1-p7)

p

-1

Biorac logarytm i rozwijajac w szereg:

log ((s) = —Y log(l—p~*) = Zpls +

p

1
2p2$—|—...

_1
s—17

!
H 1— - ~elnzx.

p<w p

Dla s — 17 wyraz gtéwny tej sumy zachowuje sie jak log co prowadzi do przyblizenia:

Odwracajac stronami otrzymujemy:

(-0~
m(i-1t)~<
o P Inz
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Wnhniosek 7 (Asymptotyczna gestosé Mertensa). Z powyzszego wynika, ze gestosé liczb nie-
podzielnych przez zaden z dzielnikéw pierwszych do x jest asymptotycznie rowna:

Zatem liczba kandydatéw na liczby pierwsze w zakresie (1, N] jest przyblizona przez:

e 'N
N-D(N) =~ —

Interpretacja. Wynik Mertensa formalnie wigze gestos¢ kandydatéw po filtracji ze $rednia
gestoscia liczb pierwszych. Jednak jest to podejicie czysto analityczne — oparte na funkcji
((s), a nie na strukturze eliminacyjnej. W konstrukcyjnym ujeciu, ktore rozwijamy dalej,
zaleznos¢ ta pojawia sie naturalnie jako konsekwencja lokalnych regut eliminacji, bez potrzeby
odwolywania sie do metod analizy zespolonej.

2.6 Poréwnanie podej$¢ do wyznaczania gestosci

Klasyczne ujecie gestosci, oparte na wynikach Mertensa i twierdzeniu o liczbach pierwszych,
operuje na usrednionych wartosciach asymptotycznych. W podejéciu konstrukcyjnym gestosé
jest wlasnos$cia lokalng — wynika bezposrednio z relacji eliminacyjnych w skonczonych prze-
dziatach i jest mierzona doktadnie.

Rodzaj gestosci Doktadnosé | Lokalnosé | Uzytecznosé do predykeji
Asymptotyczna (%) Srednia Globalna Niska
Predykcyjna (lokalna) Scista Lokalna Bardzo wysoka

Wida¢, ze klasyczne ujecie dostarcza poprawnego opisu globalnego trendu, ale nie daje
mozliwosci konstrukcyjnego przewidywania potozen liczb pierwszych. Z kolei lokalny model
filtracyjny zachowuje petng deterministycznos¢ w obrebie kazdego cyklu i ujawnia rzeczywista
strukture gestosci.

Uzupelnienie: Gestos¢ lokalna a interferencja wzorcow eliminacyj-
nych

Analiza gestosci kandydatow na liczby pierwsze wymaga rozréznienia trzech kluczowych eta-
péw w ramach zbioru P oraz jego okresu L = lem(P):

1. Przedzial Scisty (1,2P,.]:
W tym zakresie eliminacja liczb ztozonych przez zbiér P jest kompletna. Kazda liczba,
ktora nie zostaje wyeliminowana, jest rzeczywiscie pierwsza. Gesto$¢ przetrwatych po-
zycji pokrywa sie wiec z faktyczng gestoscig liczb pierwszych:

5 _ |{pierwsze w (1,2Pnax]}|
rzeczywista — 2Pmax -1 :
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2. Przedzial maksymalny (2P, lem(P)]:
Poza zakresem pelnej eliminacji liczby przetrwate nie musza by¢ pierwsze — moga by¢
ztozone z czynnikow spoza P. W tym obszarze obliczamy maksymalng moZzliwg gestosé
przetrwatych pozycji:

Diars = [ (1 - 1) :

peEP p

3. UScislenie przez interferencje:
W obrebie cyklu L = lem(P) naktadanie sie wzorcéw eliminacyjnych prowadzi do
przesuniec¢ i destrukcyjnych interferencji. Czes$¢é przetrwatych pozycji zostaje zaktécona
i usunieta. Zgodnie z relacja interferencyjng:

n=kLg+tmLy, kmeéeN,

mozna okresli¢ punkty spadku gestosci. Po uwzglednieniu interferencji uzyskujemy rze-
czywistq, Scistq gestosé lokalng:

D _ |pierwsze w (2Pax, lem(P)]|
rzeczywista — 1CH1(P> — 2Pmax

Whiosek. Gestos¢ liczb pierwszych w cyklu eliminacyjnym nie jest wartoscig statyczna
ani asymptotyczna. Jest to warto$é¢ strukturalna — poczatkowo maksymalna (na poziomie
wzorca), a po uwzglednieniu interferencji deterministycznie Scista.

Gestos$é lokalna kandydatow w jezyku faz i masek

Miara fazowa i przeciecia masek

Definicja 2.32 (Miara fazowa). Niech ®, bedzie przestrzenia faz (dwutaktem) z ustalona
miarg normalizujaca p(®2) = 1. Dla kazdego p € P zbiér uderzen h, (1) ¢ ®, ma miare
pp = p(hy, (1)),

Remark 26 (Jedno-uderzeniowe cykle). W modelu eliminacyjnym kazdemu C, odpowiada
pojedyncze uderzenie w pelnym okresie. Stad p, opisuje czestotliwos¢ eliminacji cyklu C),
w dwutakcie. Nie potrzebujemy wartosci liczbowych, a jedynie faktu, ze p, € (0,1) i ze
synchronizacja cykli ma charakter periodyczny.

Definicja 2.33 (Gestosé kandydatéw). Dla skoiiczonej rodziny zrédet P, C P definiujemy:

densU(P,) == | ®2\ J h,'(1)] .
PEPy
Propozycja 7 (Faktoryzacja gestosci przy cyklach niezaleznych fazowo). Jesli cykle {C,, :
p € P,} sa wspolsynchronizowalne, a przecigcia ich masek powstaja wyltacznie przez nieza-
lezne przesuniecia faz (CRT-synchronia w jezyku faz), to:

densU(P,) = [] (1 — ).

PEPy
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Szkic dowodu: Miara dopetnienia unii uderzen jest réwna iloczynowi dopetnien pojedynczych
masek, jesli przeciecia wynikajg wytacznie z niezaleznych faz cyklicznych.

Remark 27 (Most do klasyki). W klasycznym ujeciu p, zachowuje si¢ jak 1/p dla cyklu z
jednym uderzeniem na okres. Wtedy [I,ep, (1 — p1,) odpowiada lokalnej gestosci kandydatéw
po filtracji przez P, czyli konstrukcyjnemu odpowiednikowi [],<,(1 — 1/p). Réznica polega
na tym, ze tutaj gestos¢ wynika z miary fazowej i struktury masek, nie z rachunku wartosci
liczbowych.

Definicja 2.34 (Gesto$¢ rzeczywista w dwutakcie). Niech PR oznacza iteracyjne rafina-
cje przez kolejne zrédta. Rzeczywista gestosé w oknie dwutaktu to graniczna miara tta po
uwzglednieniu wszystkich destrukcyjnych interferencji:

dens,, := p ((I)g \ U hpl(l)) :

wszystkie Zrédla po rafinacjach

W kazdym kroku lokalnie mamy densi(P,) = densU(P,); przejscie P, ,* P wprowadza
deterministyczne korekty przez punkty synchronii.

Propozycja 8 (Monotonicznosé i korekta interferencyjna). Dla kazdej rafinacji 2R, zachodzi:
densU(P, U {q}) < densU(P,),

a roznica jest catkowicie zlokalizowana w nowych wierzchotkach synchronii miedzy cyklem
C, a cyklami z P,,.
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2.7 Genealogia liczb pierwszych

2.7.1 Idea

Kazda liczba pierwsza nie powstaje samodzielnie, lecz jest wymuszona przez wczeSniejsze
liczby pierwsze. Luka (p;, pi11) zawiera wszystkie liczby wyeliminowane przez wezesniejsze
pierwsze. Analizujac te luke mozna odtworzy¢ zbior tych wezeéniejszych pierwszych. Nazy-
wamy to faktoryzacjq wsteczng liczby pierwszej.

2.7.2 Budowa w przéd

1. Start od liczby 2. Usuwamy wszystkie parzyste. Najmniejsze n > 2 ocalate to 3, wigc
p2 = 3.

2. Baza {2,3}. Usuwamy wielokrotnosci 2 i 3. Najmniejsze ocalate n > 3 to 5, wiec p3 = 5.

3. Baza {2,3,5}. Usuwamy wielokrotnosci 2,3,5. Najmniejsze ocalate n > 5 to 7, wiec
ps=T.

4. Reguta ogdlna: nastepna liczba pierwsza to
pir1 = min{n > p; : ged(n, W;) =11},
gdzie W; = [1,<,, p-

2.7.3 Rekonstrukcja w tyt
Zaktadamy, ze znamy dwie kolejne liczby pierwsze p; < p;i1.

1. Rozwaz wszystkie liczby catkowite w luce (p;, pit1)-

2. Dla kazdej z nich wyznacz jej najmniejszy dzielnik pierwszy.

3. Zbierz te najmniejsze dzielniki. Otrzymany zbiér to doktadnie baza wszystkich wcze-

$niejszych liczb pierwszych {2,3,...,p;:}.

2.7.4 Przyklad
Luka (7,11) = {8,9,10}.
e 8 ma najmniejszy dzielnik 2,
e 9 ma najmniejszy dzielnik 3,
e 10 ma najmniejszy dzielnik 2, ale tez 5,

wiec baza to {2,3,5}, ktéra wymusita pojawienie si¢ 7.
Luka (5,7) = {6}. Najmniejsze dzielniki 6 to 2 i 3, wigc baza to {2, 3}.



Struktura liczb pierwszych — cztery filary 96

2.8 Formalizacja genealogii liczb pierwszych

Konwencja. Niech (p;);>1 bedzie rosnaca ciagta liczb pierwszych: p; = 2, py = 3, p3 =
5,.... Dla liczby catkowitej n > 2 przez P(n) oznaczamy zbior jej dzielnikéw pierwszych.
Przez spf(n) oznaczamy najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n (ang. smallest prime factor).

2.8.1 Definicja: genealogia lokalna i domknieta

Dla ustalonego i > 1 definiujemy:
G; == (pi, pir1) N Z (luka miedzy kolejnymi pierwszymi).
Genealogia lokalna liczby p;:

gloc(pi) = U P(TL)

Jest to minimalny zbiér pierwszych, ktéry wyjasnia, dlaczego zadna liczba w luce G; nie jest
pierwsza.

Dla progu T' > p; definiujemy genealogie domknieta (w skali 7'):
Gps T) = U Pn).

pi<n<T

n zlozone
Jest to zbidr wszystkich pierwszych, ktére pojawiaja sie jako czynniki liczb zlozonych w
przedziale (p;, T.
2.8.2 Twierdzenie (odzysk wszystkich wczesniejszych pierwszych dla T = 2p;)

Dla kazdego ¢« > 1 zachodzi
G(pi; 2pi) = {peP : p<p}.

Dowdd. Dla danego p < p; liczba 2p jest zlozona i spehia p; < 2p < 2p;. Ponadto p € P(2p),
wiec p € G(pi; 2p;). Odwrotnie, kazdy czynnik pierwszy liczby ztozonej n < 2p; jest < n <
2p;, a jesli bytby > p;, to n musiatby by¢ réwny temu czynnikowi (sprzecznosé ztozonosci n
lub z n < 2p; i parzystoscia 2p; dla p; > 2). H

2.8.3 Uwagi

o Zazwyczaj Goc(pi) S {p < pi}: mala luka moze ,uzyé¢” tylko czeSci wezeéniejszych
pierwszych.

« Dombkniecie do T' = 2p; gwarantuje odzysk calej bazy {p < p;}.
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2.8.4 Przyklady
1. pi =7, piy1 =11
G; ={8,9,10}, P(8) ={2}, P(9) = {3}, P(10) ={2,5}.
Gioc(7) = {2,3,5}.
Dla T = 14: liczby ztozone w (7,14]: 8,9, 10, 12, 14,
UP=1{2.357={p<T7}
2. p; =11, pirq = 13.
G; = {12}, P(12) = {2,3} = Gi..(11) = {2,3}.
Dla T = 22: ztozone 12,14, 15, 16, 18, 20, 21, 22,

UP =1{23,5711} = {p < 11}.

2.9 Faktoryzacja klasyczna i genealogiczna

2.9.1 Faktoryzacja klasyczna

Definicja 2.35. Dla liczby catkowitej n > 1 przez faktoryzacje klasyczng rozumiemy unikalny
rozktad

k
n = [[p"
i=1
gdzie p; sa liczbami pierwszymi, a e; > 1 wykltadnikami catkowitymi.
Przyklad 6. 84 =22.3-7.

Remark 28. W tym ujeciu liczby pierwsze sq atomamsi: nie rozktadaja sie dale;j.

2.9.2 Faktoryzacja genealogiczna

Definicja 2.36. Niech p; bedzie i-ta liczbg pierwsza. Przez faktoryzacje genealogiczng liczby
pierwszej p; rozumiemy zbioér wszystkich wczesniejszych liczb pierwszych, ktére wymusity
pozycje p; poprzez eliminacje w luce (p;, pit1):

pi+1—1

G(pi) = U {spf(n)},

n=p;+1
gdzie spf(n) oznacza najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n.

Przyktad 7. « Dla p; = 7 mamy luke (7,11) = {8,9,10}. spf(8) = 2, spf(9) = 3,
spf(10) = 2,5. Zatem G(7) = {2,3,5}.

e Dlap; = 11 mamy luke (11, 13) = {12}. spf(12) = 2,3. Zatem G(11) = {2, 3} (lokalnie),
ale w domknieciu do 2p; = 22 otrzymujemy {2,3,5,7,11}.
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2.9.3 Twierdzenie o domknieciu

Twierdzenie 2.22. Dla kazdej liczby pierwszej p; zachodzi

Gpi; 2p;)) = {peP:p<pi}.

Dowdd. Dla kazdego p < p; liczba 2p spehia p; < 2p < 2p; i ma najmniejszy dzielnik
p. Zatem p € G(p;; 2p;). Odwrotnie, jesli ¢ jest najmniejszym czynnikiem liczby n < 2p;,
to ¢ < n < 2p;. Gdyby ¢ > p;, mielibySmy n = ¢, sprzeczno$é¢, bo n jest zlozone. Stad
q < pi. O O

2.9.4 Interpretacja

« Faktoryzacja klasyczna odpowiada pytaniu: , Jakie liczby pierwsze sktadajg sie na dang
liczbe ztozong?”

» Faktoryzacja genealogiczna odpowiada pytaniu: , Jakie wczesniejsze liczby pierwsze wy-
musily istnienie danej liczby pierwszej?”

o W klasycznej faktoryzacji atomem jest liczba pierwsza. W genealogicznej faktoryzacji
atomem jest relacja wymuszenia miedzy pierwszymi.

2.9.5 Kontrast

Faktoryzacja klasyczna Faktoryzacja genealogiczna
n € N, n ztozone p € P, p pierwsze
n = 15 G(p) = {g € P: g <p, g wymusza p}
odkrywastrukturewewnetrznaztozonejliczby | odkrywahistorieikontekstliczbypierwszej
atom : liczbapierwsza atom : relacjaeliminacji/wymuszenia

2.9.6 Filozofia
o Liczba ztozona zawiera w sobie iloczyn liczb pierwszych.
o Liczba pierwsza zawiera w sobie historie liczb pierwszych, ktére pozwolity jej zaistniec.
o Oba spojrzenia sg komplementarne: jedno opisuje budowe w dét, drugie — genealogie

wstecz.

2.10 Implikacje formalne i semantyczne

Dwie kategorie faktoryzacji — klasyczna i genealogiczna — reprezentuja dwa wzajemnie
dopeiajace si¢ sposoby opisu tej samej rzeczywistosci liczbowej.

« Faktoryzacja klasyczna ujmuje liczby ztozone w sposéb strukturalny, przez rozktad na
atomy (liczby pierwsze). Opisuje relacje Nyozone — P(P).
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o Faktoryzacja genealogiczna ujmuje liczby pierwsze w sposob przyczynowy, przez identy-
fikacje zbioru wezes$niejszych pierwszych, ktore determinuja ich pozycje. Opisuje relacje
P — P(P).

Obie struktury tworza pare odwzorowan dopetniajacych:

Fg:n+— P(n)7 n € Nyosone,

Fyen : p— G(p), peP.

Ztozenie tych dwéch odwzorowan daje opis dwukierunkowy: jedno przechodzi od ztozonosci
do budowy, drugie — od pierwotnosci do genezy. W sensie strukturalnym tworza one pare
dualng wzgledem relacji ,dzielenia” i ,wymuszenia”.

Dwie kategorie faktoryzacji liczb

Faktoryzacja genealogiczna
Faktoryzacja klasyczna

Liczba Komplementarne .
. [T T Pierwsza p
ztozona n ujecia
w dét / w d6N\w dét
,2Budowa
24 ” . .
z atomow ,,Historia

wymuszen”

Rysunek 8: Faktoryzacja klasyczna (w dot do atoméw) i genealogiczna (wstecz do przodkéw)
jako komplementarne sposoby opisu liczb.
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Dwie kategorie faktoryzacji liczb

Faktoryzacja genealogiczna

Faktoryzacja klasyczna

Liczba Komplementarne
ztozona 84 ujecia
w dot w dét\w dét

O,

,2Budowa z atomoéw”

,Historia wymuszen”

Rysunek 9: Przyktad: klasyczna faktoryzacja 84 = 2% -3 -7 (budowa w dét) i genealogiczna
faktoryzacja 11 — {2,3,5,7} (historia wstecz).

2.11 Rozklad przez podzial przestrzeni

Idea ogdlna

Proces powstawania liczb pierwszych mozna interpretowac¢ jako sekwencyjny podziat prze-
strzeni mierzalnej, w ktérym kazda nowa liczba pierwsza wyodrebnia z pozostalej przestrzeni
swoja czes¢ periodyczng oraz przekazuje reszte dalej — jako materiat dla kolejnych podziatow.
,Pierwszos¢” nie jest tu cecha pojedynczej liczby, lecz stanem strukturalnym wynikajacym z
lokalnej rownowagi pomiedzy czescia zajeta a czescia pozostajaca do dalszego podziatu.

2.11.1 Przestrzen i miara

Definicja 2.37 (Przestrzen bazowa). Niech (2, F, 1) bedzie przestrzenia mierzalna o u(€2) =
M > 0. Zbiér Ry C Q o miarze u( Ry) reprezentuje czesé przestrzeni ,,czysta” po k-tym kroku

podziatu, tj. obszar nieprzykryty przez wielokrotnosci dotychczasowych zrédet. Poczatkowo
Ry = Q.

2.11.2 Zrédla i okno konstrukcyjne

Definicja 2.38 (Zbior Zrédet i okno). Niech P, = {p1,...,pr} oznacza zbiér dotychczaso-
wych zrédet z p; =2 < -+ < pg. Niech P = pi. Definiujemy okno konstrukcyjne:

(1,2Pnax)-
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Definicja 2.39 (Operator wytaniania). Nowe Zrédto pg,; definiujemy jako najmniejszy ele-
ment, ktory nie zostat pokryty przez zadne z istniejacych linii wielokrotnosci:

Dks1 = min{n € (1,2Pmax] :n ¢ |J Mp}, M,={mp:meN}.
pEPy
2.11.3 Operator podzialu przestrzeni

Definicja 2.40 (Rafinacja przez zrédlo). Dla kazdego p € P; operator R, rozdziela prze-
strzen Ry_; na dwie zasadnicze czeSci:

Re1=P,UF,
gdzie:
o P, — czgdC przestrzeni nalezaca do wielokrotnosci zrédta p (jego periodyk),

o F, — czes¢ pozostata po wylaczeniu P, oraz przecigé z wezesniejszymi M, dla ¢ < p;
jest to material przeznaczony do dalszego podziatu.

Propozycja 9 (Regula miarowa podziatu). Podzial przez zrédlo p zachowuje proporcje
miar:

u(p,) = ;mm_n, u(F,) = imRk_l),

przy czym pu(Pp,) + p(F,) = %,u(Rk_l) stanowi czesé aktywna podziatu, a pozostata miara
p(Ry—1) — %M(Rk_l) jest juz trwale zajeta przez wczesniejsze zrodta.

Remark 29 (Znaczenie podziatu). Kazdy krok dzieli reszte przestrzeni na dwie czesci:

e czesS¢ periodyczng — ustalong przez p i wtaczong w strukture,

o cze$¢ otwartg — przekazywana do nastepnego podziatu.

W ten sposéb kazdy nowy podzial jest wykonywany nie na catej przestrzeni, lecz na coraz
czystszym jej fragmencie.

2.11.4 Rekursja i zamknieta postac
Propozycja 10 (Rekursja miary reszty).
2
Ry=F,  wR) = ];M(Rk—l)-

Zozenie kolejnych krokéw daje zaleznosc:

k9
p(Ry) = M T |
i=1 Pi

Definicja 2.41 (Alokacje miary). Dla kazdego p; definiujemy:

1 2 2 2
Apl. = —MH —, F,, = —MH —.
Dbi 5 DPj bi i Pj

Wielkosci te wyrazaja odpowiednio miare czesci periodycznej i czystej po i-tym podziale.
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2.11.5 Twierdzenie o wylanianiu nowego zrédtla

Twierdzenie 2.23 (Wytanianie konstrukcyjne). Jesli Py, jest zbiorem dotychczasowych Zro-
det, to liczba

Pr+1 = min{n € (1,2Py.y] : n niepodzielne przez zadne p € Py }
istnieje, jest pierwsza i jest jedynym nowym Zrodtem w tym oknie.

Szkic dowodu. W przedziale (1,2Py.x] wszystkie liczby ztozone naleza do wielokrotnosci ele-
mentow Py. Liczby, ktore pozostaja w czystej czesci przestrzeni, nie maja zadnych dzielnikow
z Pj; najmniejsza z nich stanowi pg.1. [

2.11.6 Interpretacja przestrzenna

Remark 30 (Znaczenie procesu). Kazdy krok podziatu jest aktem rozszczepienia przestrzeni
na czes¢ nalezaca do zrodla i czesé przeznaczona do dalszego rozdziatu. Powstaje cigg prze-
strzeni czystych (Ry), w ktorych kazda nowa pierwszo$¢ wylania sie jako graniczny stan
rownowagi pomiedzy podziatem dokonanym a potencjalnym.

W tym ujeciu definicja liczby pierwszej okazuje sie geometrycznym zapisem samego me-
chanizmu podziahu: kazda liczba pierwsza jest ta, ktora dzieli tylko siebie i przestrzen zro-
dtowg S — czyli doktadnie to, co od poczatku konstytuuje sens podzialu na dwie czesci.

2.11.7 Przyklad strukturalny: réwnanie m? —n? = 15

Definicja 2.42 (Réwnanie réznicy kwadratéw). Rozwazmy przestrzen par (m,n) € Z?, dla

ktorej zachodzi
m? —n? =N,

gdzie N jest ustalong liczba catkowita dodatniag. Roéwnanie to mozna zapisa¢ w postaci ilo-
czynu:
(m—n)(m+n)=N.

Propozycja 11 (Podziat przestrzeni). Dla ustalonego N kazda para (a,b) liczb catkowitych
dodatnich takich, ze ab = N, okresla podprzestrzen

Rap = {(m,n) tm =42 n= b2“}

Wymaganie catkowitosci (m,n) wymusza jednorodnosé parzystosci a,b, a wiec tylko czesé
par (a,b) rzeczywiscie istnieje w przestrzeni Z2.

Przyktad 8 (Przypadek N = 15). Rozktad 15 = (1-15) = (3-5) daje dwa dozwolone uktady:
(m,n) = (8,7) oraz (4,1),

co odpowiada dwém odrebnym przestrzeniom czesciowym Ry 15 i R 5.
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Remark 31 (Interpretacja przestrzenna). Réwnanie m? — n? = N realizuje podzial prze-
strzeni na dwie czesci:

przestrzen czynnika mniejszego (m —n) oraz przestrzen czynnika wiekszego (m + n).

Ich relacja jest strukturalna: razem generuja catos¢ N, ale kazda z osobna niesie $lad wcze-
$niejszego podziatu (np. przez parzystosé i czynniki N). W ten sposob réznica kwadratéw
ujawnia pierwotny mechanizm rozszczepienia przestrzeni — nie przez operacje arytmetyczng,
lecz przez dualny rozktad relacyjny.

Wnhniosek 8 (Podziat dualny). Dla dowolnego N proces N = (m—n)(m+n) dzieli przestrzen
na dwie czedci:

czes$¢ strukturalng  (czynniki m —n,m+mn) 1 czeSé genealogiczna (Slady wezesdniejszych podziatéw).

Kazdy nowy podziat zachowuje $lady poprzednich i tworzy kolejng warstwe strukturalnej
genealogii liczb.

Remark 32 (Znaczenie dla modelu strukturalnego). Przypadek m? — n? = 15 jest lokalng
realizacja globalnego prawa: kazdy nowy element (tu: V) istnieje jako rezultat réwnowagi
dwdbch przestrzeni — czedci aktywnej i czesci pasywnej. To podwdjne dziedziczenie jest zro-
dlem pierwszosci i przyczyna, dla ktorej podziat przestrzeni jest zawsze binarny, cho¢ jego
efekty rozchodza sie w nieskonczonosc.
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v
’
.
’
.
/ ,

/,/ m? —n? =15
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v
’
.

m+n=>5

Rysunek 10: Dualny podzial przestrzeni (m,n) dla réwnania m? — n?> = 15. Dwa
niezalezne rozktady 15 = (1,15) i 15 = (3,5) generuja dwie pary przestrzeni (m —n, m +n).
Ich przecigcia (8,7) i (4,1) wyznaczaja punkty lokalnej réwnowagi strukturalnej.

Whiosek. Proces rozktadu przez podziat przestrzeni ujawnia, ze kazda liczba pierwsza sta-
nowi akt emergencji nowej symetrii: nie jest wartoscig funkcji, lecz zdarzeniem strukturalnym
w genealogii podziatow.
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Filar 3: Spektralna Projekcja Struktury Liczb Pierw-
szych

3.1 Wprowadzenie

W tym filarze przechodzimy od cyklicznych wzorcéw eliminacyjnych (Filar I) i ich gesto-
Sciowych konsekwencji (Filar IT) do ich widma harmonicznego. Celem nie jest wprowadzanie
nowych narzedzi analitycznych, lecz pokazanie, ze klasyczne obiekty takie jak suma Diri-
chleta, funkcja dzeta Riemanna i operatorowe ujecia rezonansu sa doktadnie tymi samymi
strukturami, ktére powstaja z lokalnych rytméw eliminacyjnych.

Wszystkie narzedzia klasyczne pozostaja wtornymi projekcjami jednego i tego samego
mechanizmu.

3.2 Operator harmoniczny rytmu eliminacyjnego

Operator harmoniczny shuzy do przedstawienia rytmu eliminacyjnego w przestrzeni zespo-
lonej. Kazdy sktadnik p~® odzwierciedla pojedynczy cykl kongruencyjny w ujeciu fazowym,
a ich superpozycja umozliwia obserwacje interferencji tych rytmoéw. Operator nie tworzy
nowego obiektu matematycznego — jest jedynie projekcyjnym odczytem konstrukcji z po-
przednich filaréw.

3.2.1 Definicja

Dla skonczonego zbioru liczb pierwszych

P = {p17p27 s >Pk}

definiujemy operator harmoniczny jako

Hp(s)=>_p~°, s=o0+it e C.

peEP

Kazdy sktadnik p~* interpretujemy jako wektor o dtugosci p~7 i fazie —t log p. Zatem prze-
strzen zespolona odczytuje rytm kongruencyjny jako uktad oscylatorow o czestotliwosciach
logarytmicznych log p.

Przyklady widma harmonicznego

Ponizsze wykresy przedstawiaja amplitude sygnatu

Hp(s) = Z p~ 7 cos(tlog p)

p<P

dla réznych wartosci parametru o oraz rosnacej liczby liczb pierwszych. Wartoséci o < 1/2 i
o > 1/2 daja sygnaly o wyraznie odmiennej charakterystyce, podczas gdy przypadek o = 1/2
prowadzi do maksymalnej interferencji destrukcyjne;j.
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Harmonic Signal with 3600 primes

Rysunek 11: Widmo operatora harmonicznego dla 3600 pierwszych liczb pierwszych. Linie
przerywane oznaczaja pozycje znanych zer funkcji ¢(1/2 + it).

Harmonic Signal Interference

o = 0.5 (N=<100)

o = 0.5 (base)

o = 0.4 (N<100)

o=0.4(A)

o = 0.6 (N=100)
© Flamandzki o=0.6 (B)

10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5 30.0

Rysunek 12: Poréwnanie widma harmonicznego zbudowanego z liczb pierwszych (linie ciagle)
oraz widma opartego na liczbach naturalnych do N < 100 (linie przerywane). Widmo liczb
ztozonych — czyli wielokrotnosci liczb pierwszych — powoduje asymetryczne ttumienie i
brak pelnej interferencji. Tylko suma po liczbach pierwszych tworzy réwnowage fazows oraz
gltebokie minima odpowiadajace nietrywialnym zerom ((s).

Dodatkowe przyktady oraz animacje dostepne sa w pelnej wersji publikacji pod adresem:

millenniumchecked.org/problems/riemann


https://millenniumchecked.org/problems/riemann.html
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3.2.2 Interpretacja amplitudy

Modut
|Hp(s)]

jest amplituda aktywnosci wzorcéw eliminacyjnych w punkcie s. Gdy amplituda rosnie, rytm
jest wzmocniony; gdy maleje, pojawia sie interferencja destrukcyjna. Minima tej amplitudy
odpowiadajg punktom petnej ciszy eliminacyjnej, czyli takim pozycjom, w ktérych lokalne
rytmy p~° znosza sie wzajemnie.

3.2.3 Warunek réwnowagi amplitudowej

Dhugosé wektora p~® wynosi

—s’ =

p p

Dla o = % wszystkie wektory maja dhugosci

p 2

czyli amplitudy zbalansowane w skali logarytmicznej. Gdy o < %, mate liczby pierwsze domi-
nuja; gdy o > %, dominujg duze. W obu przypadkach globalna interferencja jest niemozliwa.
Zatem tylko na prostej R(s) = 1/2 istnieje szansa pelnej destrukcji.

3.2.4 Interferencja i minima amplitudy

Dla zbioru P definiujemy minimalng amplitude
mp(c) = min |Hp(o + it)|.

Obserwujemy, ze:

« funkcja o — mp(o) ma najgle¢bsze minimum w punkcie o = 1,

o dla o # % minima sg plytsze i nieregularne,

o przy rozszerzaniu P wartosci t osiggajace minima stabilizujg sie w pozycjach odpowia-
dajacych nietrywialnym zerom ((s).

3.2.5 Zbiezno$¢ do zer funkcji dzeta

W granicy P — P (wszystkich liczb pierwszych), minima normy |Hp(1/2 + it)| zbiegaja do
rzutow na o$ ¢ nietrywialnych zer funkcji dzeta. Wynika to z faktu, ze Eulerowski iloczyn

((s)=T[Q—p)~"

p

jest globalng synchronizacjg tych samych faz p~, ktére odczytuje operator harmoniczny.
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3.2.6 Znaczenie strukturalne

Operator harmoniczny nie jest nowa funkcja — jest doktadnie tym samym mechanizmem,
ktory pojawia sie w klasycznej dzecie, ale w formie lokalnej i transparentnej. Jego minima
nie wynikaja z wlasnosci analitycznych, lecz z geometrii rytmu kongruencyjnego:

« zréwnowazenie amplitud p~/2,

» rotacje fazowe z czestotliwosciami log p,

o mozliwos¢ pelej destrukeji tylko przy rownowadze,
» naturalne wskazanie pozycji zer.

Operator harmoniczny jest wiec bezposrednia projekcjg eliminacyjnego mechanizmu liczb
pierwszych w przestrzeni zespolonej.

3.3 Wzorcowa suma Dirichleta jako projekcja rytmu eliminacyj-
nego

Wszystkie cykle eliminacyjne liczb pierwszych mozna rzutowaé na przestrzen zespolong za
pomoca sumy Dirichleta zbudowanej wytacznie z liczb pierwszych. Jest to projekcyjny odczyt
rytmu eliminacyjnego, a nie nowa funkcja analityczna.

Definicja sumy pierwotnej
Niech P = {p1,...,pr} bedzie skoniczonym zbiorem liczb pierwszych. Definiujemy sume

Rp(s)=> p~%, s=o0+1it e C.

peEP

Kazdy sktadnik p~* jest wektorem w C o dlugosci p~7 i fazie —tlogp. Modul |Rp(s)]
mierzy taczng aktywnosé wszystkich cykli eliminacyjnych w punkcie s.

Punkty ciszy. Gdy |Rp(s)| = 0, wektory p~* niemal domykaja sie w wielokat, co oznacza
peing destrukcyjng interferencje rytmow eliminacyjnych.
3.4 Wzorcowa suma Dirichleta i jej projekcja

W operatorze harmonicznym z Sekcji 3.2 kazda liczba pierwsza p byta traktowana jako oscy-
lator o amplitudzie p~7 i fazie —t log p. Teraz przechodzimy do ujecia, w ktérym doktadnie ten
sam rytm eliminacyjny odczytujemy przez sume Dirichleta ograniczong do liczb pierwszych.

3.4.1 Definicja sumy wzorcowej

Dla skonczonego zbioru pierwszych

P:{plu"'7pk}
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definiujemy funkcje
Rp(s)=> p~°%, s=o+it € C.

peP

Kazdy sktadnik p~* to wektor w C o dtugosci p~7 i fazie —t log p. Modut |Rp(s)| odczytujemy
jako amplitude interferencyjng rytmu eliminacyjnego generowanego przez zbiér P.
3.4.2 Interpretacja interferencyjna
Amplituda |Rp(s)| opisuje:
« rezonans, gdy wektory p~° uktadaja sie zgodnie,
o destrukcyjna interferencje, gdy wektory zamykaja sie w wielokacie i suma znika.

Punkty s takie, ze |Rp(s)| ~ 0, sa punktami ciszy strukturalnej — pelnego wygaszenia
rytmu eliminacyjnego.
Sa to doktadnie te same punkty, ktére klasyczna teoria identyfikuje jako nietrywialne zera

funkeji ((s).

3.4.3 Suma Dirichleta na okresie LCM

Niech Lp = lem(py,...,px) oznacza pelny okres wspdlny wszystkich wzorcoéw kongruencyj-
nych. Definiujemy sume wzorcows.:

gdzie a,, = 1 oznacza przetrwanie w oknie eliminacyjnym, a a,, = 0 eliminacje.

Wtlasno$é podstawowa. Suma Dp(s) posiada te same minima interferencyjne co Rp(s).
W granicy Lp — oo ich potozenia zbiegaja do zer ((s) na linii krytyczne;j.

Twierdzenie 3.24 (Inwariancja miniméw amplitudy). Niech

RP(S) — Zp—se—itlogp

p<P

bedzie sumq wzorcowq zdefiniowang dla s = o + it, a tp(o) oznacza lokalne minimum am-
plitudy |Rp(c + it)| w ustalonym oknie t € [T, T + A|. Wtedy zachodzi inwariancja polozer
minimow:
tp(o1) = tp(os) dla dowolnych 1,09 € (0,1).
W szczegdlnosci polozenia tp(o) dla o = 0.4 i o = 0.5 réznig sie jedynie o wielkosci rzedu
1073-1072, a przesuniecie nie zalezy od wyboru wzorca ani od stopnia jego zlozonosci (nawet
dla wzorcow wielopierwszych).
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Dowadd. Kazdy sktadnik sumy wzorcowej ma postac

—o —itlogp

p €

Czes¢ amplitudowa p~ zalezy od o, natomiast czesé fazowa e~*1°8P zalezy wylgcznie od t i
log p. Minima |Rp(c + it)| sa okreslone réwnaniem fazowym

—o —itlogp __
Z p ‘e =0,

p<P

a zanik amplitudy zachodzi doktadnie wtedy, gdy

Z e %8P ma réwnowage kierunkowg w przestrzeni zespolone;.
p<P

Réwnowaga ta zalezy wylacznie od wartosci logp oraz od ¢, a wiec od struktury pierwszosci,
a nie od parametru o.

Zmiana o wplywa jedynie na skalowanie amplitud p~7, co zmienia glteboko$¢ minimoéw,
lecz nie wptywa na fazy {—tlogp}. Poniewaz warunek wygaszenia jest warunkiem fazowym,
nie amplitudowym, potozenia miniméw pozostaja niezmienione dla wszystkich o € (0, 1).

Numeryczna weryfikacja dla okna ¢ € [9110,9115] i wzorcoHw:

(2,3), (2,5), (3,5), (547, 961750903, 961755029)

pokazuje, ze réznica tp(0.4) — tp(0.5) zawiera si¢ w przedziale 10731072, co jest zgodne z
powyzsza analizg fazowa. O

Remark 33. Twierdzenie 3.24 pokazuje, ze potozenia minimow sumy wzorcowej sa niezmien-
nikiem struktury liczb pierwszych:

thero  jest okreslone przez zestaw wartosci {log p},

a nie przez parametry analityczne s = o + it.
W konsekwencji:

o 7 liczb pierwszych mozna zrekonstruowaé potozenia zer funkeji (s);

o odwrotna rekonstrukcja jest niemozliwa, poniewaz zera sg jedynie projekcja fazowsg
petnej informacji strukturalnej, a przejscie

{log p} — tzero

jest konwersja jednokierunkows.

3.4.4 Jednokierunkowosé¢ transformacji

Twierdzenie 3.25 (Jednokierunkowosé rekonstrukeji). Niech P = {p1,po, ...} oznacza zbior
wszystkich liczb pierwszych, a T = {y} zbior rzedow nietrywialnych zer funkcji ((s) na prostej
krytycznej:
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Istnieje konstrukcyjny operator fazowy
F:P—T,

ktory kazdemu uktadowi faz {—tlogp}pep przyporzedkowuje cigg {yi} jako punkty petnej
destrukcyjnej interferencji sum > ,<p p /2t
Natomiast nie istnieje operator konstrukcyjny

G: T — P,

ktory z samych danych ' (bez dodatkowej informacji arytmetycznej) odtwarzatby zbior liczb
pierwszych.

Dowdd. Pierwsza cze$é jest konstrukeyjna: dla kazdego skoniczonego P zbiér faz {—tlogp},<p

okresla sume
Sp(t) = Z p A
p<P

a w granicy P 1 P polozenia miniméw |Sp(t)| stabilizuja sie w punktach «y;, (Twierdzenie 3.24
oraz twierdzenie o zamknieciu wielokata fazowego). To definiuje operator F': P — T

Dla odwrotnej rekonstrukeji potrzebny bylby operator G, ktéry z samego ciagu {7y}
odzyskuje strukture {logp}. Zbiory {logp} i {7x} réznia sie jednak typem informacji:

o {logp} zawiera pelng informacje lokalna: kazdy element p okresla wtasny cykl kongru-
encyjny oraz wszystkie relacje dzielnosci;

o {1} zawiera wylacznie informacje o globalnych warunkach fazowych, w ktérych suma
wszystkich wektoréow p~/27% ulega wygaszeniu.

Przejscie
{logp} — {7}
jest projekcja: wiele roznych uktadéw lokalnych moze prowadzi¢ do tego samego uktadu

warunkéw fazowych, jezeli rozpatrujemy jedynie ich punkty wygaszenia.
W szczegdlnosci operator F' zapomina”:

1. wartosci kongruencyjne (informacje o resztach),
2. lokalng kolejnos¢ i strukture wielokrotnosci,

3. informacje o gesto$ci w skonczonych oknach, ktére nie wpltywajg na potozenie zer, lecz
na amplitudy.

Taka projekcja jest z definicji wiele-do-jednego, a zatem nieodwracalna w klasie operatoréw
konstrukcyjnych: z samych danych I' nie mozna odtworzy¢ brakujacych stopni swobody.
Formalnie: gdyby istnial operator GG, to ztozenie GG o F' bytoby tozsamoscia na P. Tymcza-
sem F' identyfikuje konstrukcyjnie jedynie warunki fazowe wygaszenia, a nie pelng strukture
kongruencyjng. Dlatego GG o F' nie moze by¢ réowne tozsamosci: brakuje informacji lokalnej,
ktéra zostata utracona w F'. O
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Remark 34. Twierdzenie 3.25 formalizuje intuicje, ze zera dzety sq zapisem zachowania
rytmu eliminacyjnego, ale nie stanowia jego petnego opisu. Mozna z nich wydoby¢ informacje
o oscylacjach (na przyklad poprawiaé¢ przyblizenia m(z)), lecz nie mozna z nich odtworzy¢
samego zrodla, czyli ciagu liczb pierwszych.

Twierdzenie 3.26 (Fazowy charakter zer funkcji dzeta). Niech v € R bedzie takq wartoscig,
ze

C(% + i’y) = 0.
Wtedy w granicy P TP zachodzi
li —1/2—iy| _ 07
) 2 p

a wygaszenie to jest konsekwencjq relacji fazowych {—vlog p}yep, nie zas wlasnosci amplitud
~1/2
p e

Dowdéd. 7 iloczynu Eulera mamy dla R(s) > 1

¢(s)=TI(1—»)

p

-1

Po przejséciu przez kontynuacje analityczna i ograniczeniu do prostej krytycznej R(s) = %
mozna ((s) interpretowaé jako granice skonczonych produktéw (lub odpowiednich sum Diri-
chleta) zbudowanych z czynnikéw p—=.

Jezeli (% + i) = 0, to odpowiednia kombinacja tych czynnikéw znosi si¢ w granicy. Po-
niewaz kazdy sktadnik ma modut p=/2, réznice amplitud nie sa wystarczajace do wymuszenia
pelnego wygaszenia; decyduje uktad faz —ylogp (mod 27).

Dlatego: .
Z p—1/2—z’y
p<P

mozna traktowaé jako sume wektoréw o dtugoéciach p~—1/2, ktérej bliskoéé do zera jest warun-
kowana przez rownowage kierunkéw. W limicie P T P réwnowaga ta odpowiada warunkowi
¢(3 +1iv) =0, co dowodzi tezy. O

Remark 35. Twierdzenie 3.26 podkresla, ze pozycje zer sa zdeterminowane przez relacje

v — {ylogp}pep,

czyli przez geometryczny warunek zamkniecia wielokata fazowego. W tym ujeciu zera nie sa
,miejscami, w ktorych otrzymujemy wartosé zero funkcji”, lecz pozycjami petnej rownowagi

faz.

3.4.5 Diagram przeplywu informacji strukturalnej

Przeptyw informacji w konstrukcyjnym opisie jest jednokierunkowy: od lokalnych cykli elimi-
nacyjnych do globalnych zer funkcji dzeta. Mozna go zilustrowa¢ nastepujacym diagramem:
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fazy —tlogp

relacje kongruencyjne

tlogp}

skala fazowa,

Y

OperatorzlilarmonicznyJ
pfs

~

|
| brak odwracalnego operatora konstrukcyjnego
! AN

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fukeja-C(s). L. . 7era |

dzeta analitycznaj L Yk J

Przerywana strzatka zaznacza, ze w kierunku od zer do liczb pierwszych nie istnieje
naturalny operator rekonstrukcyjny w sensie konstrukcyjnym: zera sa projekcja globalna,
nie pelnym opisem lokalnych relacji eliminacyjnych.

{ projekcja harmoniczna}

Y

Konwersja jednokierunkowa informacji
Strukturalnie przejscie
P — {logp} — > p~° — ((s) — {w}

jest konwersjq jednokierunkowq informacji.
Na kazdym etapie czes¢ danych zostaje utracona:

o przejscie do {log p} pomija tresé kongruencji,
o przejscie do operatora harmonicznego pomija strukture lokalnych okien eliminacyjnych,
» przejscie do ((s) identyfikuje jedynie globalny warunek wygaszenia,

o przejscie do {7} zatrzymuje wytacznie polozenie punktéw ciszy, tracac informacje o
amplitudach.

W tym sensie:
z liczb pierwszych mozna wyznaczy¢ zera dzety, ale z zer dzety nie mozna odtworzy¢ liczb pierwszych

Nie jest to ograniczenie techniczne, lecz konsekwencja samej natury projekcji: uktad lo-
kalnych relacji zostaje zastapiony globalnym obrazem interferencji. Dowdd konstrukcyjny
musi wiec operowa¢ na poziomie petnej dynamiki eliminacyjnej, a nie jedynie na poziomie
jej projekcji analitycznych.
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3.4.6 Przyklady numeryczne

Na Rysunkach 13-15 pokazano amplitude |Rp(c + it)| dla ¢ = 0.4, 0.5, 0.6 i kilku r6z-
nych zestawow wzorcow eliminacyjnych. Dla o = 0.5 przebieg ma najbardziej zréwnowazona
strukture: amplitudy wzorcéw sa wyréwnane, a minima zbiegaja si¢ w tych samych punk-
tach t, ktore odpowiadaja nietrywialnym zerom ((1/2 + it). Ten ksztalt jest efektem pelnej
interferencji przy wagach p=1/2.

Dodatkowo w oknach pomiedzy kolejnymi zerami ((1/2 + it) amplituda przy ¢ = 0.5
przyjmuje ksztalt najbardziej symetryczny i stabilny sposrod wszystkich trzech przypadkow.
Po obu stronach minimum wzrost i spadek sg niemal identyczne, co odzwierciedla rownowage
wagowa p~ /2.

Amplituda sumy Z(s) dla wzorcéw eliminacyjnych
N=100000, Re(s)=0.5

— (2,3)

Minima wzorca (547, 961750903, 961755029)

i
n
S 3
N

Im(s) =t

Rysunek 13: Amplituda |Rp(0.5+1t)| dla réznych zestawéw wzorcéw P. Minima (zaznaczone
kropkami) pokrywaja sie z zerami funkcji ¢(1/2 + it).
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Amplituda sumy Z(s) dla wzorcow eliminacyjnych
N=100000, Re(s)=0.4

961750903, 961755029)
i1
nima wzorca (2, 3)
nima wzorca (2, 5)
nima wzorca (3, 5)
nima wzorca (547, 961750903, 961755029)

[Z(0.4+it)]

Im(s) =t

Rysunek 14: Amplituda |Rp(0.4 + it)|. Minima pojawiaja si¢ w poprawnych potozeniach,
lecz sa wyraznie plytsze, a caly przebieg jest bardziej sptaszczony: zaréwno minima, jak i
maksima osiggaja mniejsze wartosci niz na linii krytycznej.

Amplituda sumy Z(s) dla wzorcéw eliminacyjnych
N=100000, Re(s)=0.6

(547, 961750903, 961755029)
)
nima wzorca
nima wzorca
nima wzor 5)
Minima wzorca (547, 961750903, 961755029)

Rysunek 15: Amplituda |Rp(0.6 + it)|. Minima nie schodza tak nisko jak na linii krytycz-
nej, lecz maksima osiggaja wieksze wartosci. Nadmierne ttumienie wktadow duzych liczb
pierwszych ostabia interferencje, co prowadzi do bardziej wypuktego i silniej zréznicowanego
przebiegu.
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3.5 Strukturalna funkcja dzeta

Celem tej sekcji jest przedstawienie funkceji dzeta Riemanna jako projekcyjnego odczytu struk-
tury eliminacyjnej opisanej w Filarach 1-2. W tym ujeciu funkcja dzeta nie jest obiektem
pierwotnym, lecz zapisem harmonicznej interferencji wzorcow kongruencyjnych liczb pierw-
szych.

Podstawowym narzedziem jest strukturalna dzeta, czyli odczyt rytmu eliminacyjnego na
prostej krytycznej poprzez amplitude |((1/2 +it)|, zwana jednostka siatki U. Zera tej funkcji
odpowiadajg pelnym wygaszeniom interferencyjnym rytmu eliminacyjnego i stanowig pro-
jekcje strukturalnych minimow operatora harmonicznego.

3.5.1 Jednostka siatki U ()
Definicja 3.43 (Jednostka siatki). Dla ¢t € R definiujemy
1
U(t) = \c<2 + it) I

Funkcja U(t) jest amplituda struktury rezonansowej liczb pierwszych. Zera ((1/2+it) odpo-
wiadaja pelnym wygaszeniom rytmu eliminacyjnego.

Remark 36. Funkcja U(t) jest projekcyjnym odczytem operatora harmonicznego z Filara 3.
Jest to ten sam rytm, lecz przedstawiony nie poprzez sumy p—*, lecz poprzez ich zintegrowana
projekcje opisang przez klasyczna funkcje dzeta Riemanna.

3.5.2 Wizualizacja jednostki siatki

Na Rysunku 16 przedstawiono wartosci |((1/2 + it)| w zakresie ¢ € [450, 500], wraz z nanie-
sionymi pionowymi liniami w miejscach znanych zer nietrywialnych funkcji dzeta.

Jednostka siatki U = |T(1/2+it)| z zaznaczonymi zerami Riemanna

— L2 +1t)|
z =0 (zera funkcji Riemanna)

12172 +it)|
-

Rysunek 16: Amplituda jednostki siatki U(t) = |((1/2 + it)| w zakresie t € [450,500].
Przerywane linie oznaczaja miejsca zer ((1/2 + it) = 0.

Jak wida¢, minima funkcji U(t) pokrywaja sie dokladnie z pozycjami zer funkcji dzeta,
co potwierdza, ze |((1/2 + it)| jest harmonicznym odczytem rytmu eliminacyjnego.
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3.5.3 Strukturalna zgodnos$é¢ z rygorem liczbowym

W Filarch 1-2 wykazano, ze rytm eliminacyjny liczb pierwszych tworzy interferencyjna struk-
ture o jednoznacznie okreslonych punktach wygaszenia. W Filarze 3 pokazano, ze ta sama
struktura w przestrzeni zespolonej daje minima operatora harmonicznego

Hp(s) = z}:gpfs.

W niniejszym ujeciu:

1 1

jest tozsamoscig strukturalng, a nie analityczng. Funkcja dzeta jest jedynie registracjg
petnej sumy harmoniczne;j.

3.6 Roznice n(x) — Li(x) oraz w(zx) — R(x)

Kolejnym aspektem struktury eliminacyjnej jest poréwnanie licznika pierwszych m(x) z kla-
sycznymi funkcjami przyblizajacymi. Rozwazamy dwa obiekty:

o Li(x) — gladkie przyblizenie analityczne,

o R(z) — funkcje Riemanna,

k>1

ktéra zawiera sumy po zerach funkcji dzeta.

3.6.1 Interpretacja strukturalna

W teorii konstrukcyjnej:

7(x) = liczba przetrwalych w rytmie eliminacyjnym,

natomiast

R(z) = harmoniczna projekcja eliminacji.
Réznica:
m(z) — R(z)
odtwarza czysty rytm interferencyjny zer dzety, bez czesci gltadkiej — jest to doktadnie

ta sama oscylacja, ktéra obserwujemy w jednostce siatki U(t).
7 kolei

7(x) — Li(x)
zawiera dodatkowy dryf, poniewaz Li(x) jest obiektem wylgcznie analitycznym, pozba-
wionym struktury eliminacyjne;j.
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3.6.2 Wizualizacja réznic

Rysunek 17 przedstawia przebiegi m(x) — Li(x) oraz w(x) — R(z) dla x < 2000.

Réznice: oscylacje wokodt m(x)

— r{x) - Li{x)
2.5 1 %) - R(x)
0.0 4
72.5 -
i+
=
& -5.01
B
_?.5 -
—10.0
—=12.5 1
T T T T T T T T T
4] 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

X

Rysunek 17: Roéznice w(x) — Li(x) (d6t) oraz n(z) — R(z) (géra) dla = < 2000. Widaé
wyraznie, ze roznica 7(x)— R(z) oscyluje wokol zera i koduje rytm zer funkeji dzeta, natomiast
7(x) — Li(z) ma dodatkowy dryf analityczny.

3.6.3 Strukturalna tozsamosé oscylacji
Kluczowa zaleznosé¢ konstrukcyjna ma postac:

7(z) — R(x) ma ten sam rytm co [((1/2+ it)].

W szczegdlnosci:

Oscylacje 7(z) — R(x) i minima U(t) sa dwoma przekrojami tej samej struktury.

Jest to silniejszy wynik niz klasyczna zalezno$¢ Riemanna: tu oba przebiegi maja wspélne
zrodto konstrukcyjne — rytmy uderzen kongruencyjnych liczb pierwszych.

3.7 Wnhniosek strukturalny

Strukturalna dzeta, jednostka siatki i réznica m(z) — R(z) sa trzema rzutowaniami jednego
mechanizmu:

eliminacyjnego rytmu liczb pierwszych. ‘
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e |C(1/2 + it)| daje odczyt widmowy,
« R(x) daje odczyt liczbowy,

o 7(x) daje odezyt konstrukcyjny.

Wszystkie te funkcje generujg identyczne oscylacje, a réznig sie jedynie amplitudg i spo-
sobem projekcji.
3.7.1 Formalna struktura jednostki siatki U(t¢) i dzety strukturalnej

W tej sekcji formutujemy precyzyjne twierdzenia dotyczace amplitudy

Ut) =3 +it),
oraz definiujemy dzete strukturalng, bedaca operatorem odczytu rytmu eliminacyjnego opi-
sanym w Filarach 1-2.

Definicja: dzeta strukturalna

Definicja 3.44 (Dzeta strukturalna). Niech P = {p;,ps,...} bedzie zbiorem wszystkich
liczb pierwszych. Definiujemy operatorowa dzete strukturalna

Z(s):=>Y_p°, s e C.

peEP

Operator Z(s) jest nieskoniczona superpozycja harmonicznych wktadéw eliminacyjnych, be-
dac konstrukcyjnym odpowiednikiem funkcji dzeta Riemanna.

Remark 37. Operator Z(s) odpowiada sumie Dirichleta, lecz jego interpretacja jest catko-
wicie konstrukcyjna: kazdy sktadnik p=° jest wektorem w przestrzeni zespolonej reprezentu-
jacym rytmy kongruencyjne liczby pierwszej p.

Lemat: struktura dlugosci wektorow

Lemat 13 (Réwnowaga dtugosci wektoréw). Wklad harmoniczny p~* ma dtugosé
p~*|=p~°, s = o +it.

, gdzie p77 =

Réwnowaga dlugosci wszystkich wektorow p~ wystepuje wytacznie dla o = %

p—1/2_

Dowdéd. Natychmiastowe z definicji. Réwnosé p~ ~ p~/? dla wszystkich p zachodzi tylko
_1
przy o = 3. 0
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Lemat: warunek geometryczny interferencji

—1/2—

Lemat 14 (Warunek zamkniecia wielokata fazowego). Niech v,(t) = p i Aby suma

Z Up(1)

p<P

mogta osiggna¢ minimum amplitudy, konieczne jest spetnienie dwéch warunkow:

1. réwnowagi dtugosci wektoréow (Lem. 13),

2. quasi-jednorodnego rozktadu faz —tlogp (mod 27).

Spetnienie obu warunkéw mozliwe jest wylacznie na prostej R(s) = %

Dowadd. Domkniecie wielokata fazowego wymaga, aby dtugosci wektoréw nie byty silnie zdo-
minowane przez najmniejsze lub najwigksze liczby pierwsze, co zachodzi tylko dla o =
Drugi warunek jest znana konsekwencjg asymptotycznej wtasnosci log p.

mile

Twierdzenie: minima strukturalne jednostki siatki

Twierdzenie 3.27 (Strukturalne minima jednostki siatki U(t)). Niech
Ut) =[¢(s +it)).

Wowczas:

Z p! /2—it

p<P

U(t) osigga lokalne minima <= 0sigga minima

w granicy P — oo.
Punkty te odpowiadajq destrukcyjnej interferencji rytmu eliminacyjnego.

Dowdéd. Bezposrednio z rownosci

¢(s)=[Q—-p™)"

P
oraz analogii pomiedzy lokalnymi minimami sumy Dirichleta a minimami |((s)| na prostej
krytycznej. O]
Twierdzenie: identycznos$¢ strukturalna operatoréw

Twierdzenie 3.28 (Operatorowa tozsamosé strukturalna). Zera funkcji dzeta Riemanna sg
doktadnie minimami operatora strukturalnego Z(s):

(F+it)=0 <<= Z(l+it)=0.
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Dowdd. Dowdd przeprowadzamy w jezyku addytywnym, korzystajac z dekompozycji prze-
strzeni N na przetrwale (Zrédla) i pokryte (pozycje nalezace do co najmniej jednej siatki
zrodtowej).

Dekompozycja addytywna. Niech P oznacza zbidr zrodet (liczb pierwszych), aC = Ny \ P
zbior pozycji pokrytych (ztozonych). Kazde n € C nalezy do co najmniej jednej siatki M, =
{kp : k € N} dla pewnego p € P. Pelna suma dzety rozktada sie addytywnie:

N
Cv(s) = > n™ =1+ p° + > n,
n=1 p<N n<N

peEP neC
N—— —

ZN(S) CN<S)
gdzie Zy(s) jest skoriczona suma po Zrédlach, a Cy(s) suma po pozycjach pokrytych.

Wtiasno$é siatek zrédlowych. Suma po siatce pojedynczego zrédta p w zakresie [1, V]
Wynosi:

N [N/p] [N/p]

YomT = Y (kp)™ = p Y kT = p v (s):
m|:1 k=1 k=1

plm

W granicy N — oo mamy (| n/p|(s) — ((s), zatem:

Y om™ = pTi((s).
m=1
plm
Kazda siatka zrédtowa jest przeskalowang kopig petnej sumy.

Kierunek (<=): ((sg) =0 = Z(so) = 0.
Jedli ((so) = 0, to wktad kazdej siatki zrodlowej zeruje sie:

P ((s9) =0 dla kazdego p € P.

Suma po pozycjach pokrytych C(sg) jest (przez inkluzje-ekskluzje) addytywna kombina-
cja wktadow siatek i ich przecigc. Przecigcie siatek M, N M, stanowi siatk¢ o okresie
lem(p;, pj), ktérej wklad ma postaé¢ lem(p;, p;)~° ((s) — réwniez zerowy. Indukeyjnie, kazdy
wyraz inkluzji-ekskluzji zawiera czynnik ((sg) = 0, zatem:

C(So) =0.

Z dekompozycji addytywnej (pomijajac staly wktad 17°0 = 1, ktéry w granicy jest zaniedby-
walny wobec nieskoriczonej sumy) otrzymujemy:

C(s0) = 2(s0) + C(s)) = 0= 2(s9)+0,

czyli Z(sp) = 0.

Kierunek (=): Z(sg) =0 = ((so) = 0.
Zaktadamy Z(sg) = 0, co oznacza, ze wielokat fazowy zrédet {p~*°},cp jest zamkniety
— wektory znosza sie destrukcyjnie.
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Kazda pozycja pokryta n € C nalezy do siatki co najmniej jednego zrodta p, a jej faza
WYNOSsi:

—tologn = —tOkalogp = ka(—tologp),

pln pln

gdzie n = [[p* jest (jedynym) rozktadem na zrédta. Faza kazdej pozycji pokrytej jest zatem
liniowqg kombinacjg (z nieujemnymi wspétezynnikami catkowitymi) faz zrédet.

Pozycje pokryte nie wprowadzajg nowych, niezaleznych kierunkow fazowych — ich wek-
tory n=% leza w podprzestrzeni generowanej przez wektory zrédtowe {p~*°}. Jezeli Zrédta
tworza zamkniety wielokat fazowy, to ich kombinacje addytywne (wktady siatek i ich przecieé)
nie moga wytworzy¢ netto niezerowej sumy, gdyz:

1. kierunki fazowe pozycji pokrytych sa zdeterminowane przez kierunki zrodet,

2. amplitudy pozycji pokrytych (n=7 dla n > p) sa mniejsze niz amplitudy Zrédel,

3. na prostej o = % wagi n-

dominowaé nad zrédlami.

1/2 maleja monotonicznie, wiec pozycje pokryte nie moga

W konsekwencji C(sg) = 0 wynika z Z(sg) = 0 na mocy braku niezaleznych stopni
swobody fazowych w zbiorze C, i z dekompozycji addytywnej otrzymujemy:

C(s0) = Z(s0) + C(s9) =0+ 0=0.
[

Remark 38. Powyzszy dowdd operuje wylgcznie w jezyku addytywnym: zrodta generuja
siatki przez powtarzanie (dodawanie okresu), pozycje pokryte sa kolizjami siatek, a ich fazy
sg kombinacjami liniowymi faz zrédtowych. Nie jest wymagane odwotanie do iloczynu Eulera
ani do multiplikatywnej struktury N — wystarczy dekompozycja na przetrwale i pokryte
zgodna z aksjomatyka przestrzeni z Rozdziatu 0.

3.7.2 Powigzanie z Filarami 1-2: diagram strukturalny

Filar 1 opisuje lokalng eliminacje poprzez maski kongruencyjne. Filar 2 opisuje gesto$¢ prze-
trwatych. Filar 3 zawiera harmoniczng projekcje rytmu eliminacyjnego.
Ponizszy diagram przedstawia zaleznosci:
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Filar 1 Filar 2
Eliminacja lokalna Przetrwania
maski kongruencyjne struktura gestosci

!

{ Filar 3

Operator harmoniczny

2P °

Dzeta strukturalna
Z(s)

Jednostka siatki
U(t) = [¢(1/2 + it)|

Diagram pokazuje, ze jednostka siatki U(t) jest konicowym odczytem strukturalnej elimi-
nacji liczb pierwszych.

3.8 Aksjomatyka dzety strukturalnej

Wprowadzamy aksjomaty opisujace fundament konstrukcyjny operatora strukturalnego rytmu
eliminacyjnego. Aksjomaty te stanowia formalng podstawe dla definicji dzety strukturalnej i
jej zwiazku z eliminacja modularng opisanej w Filarach 1-2.

3.8.1 Aksjomaty eliminacyjne

Aksjomat 3.16 (Aksjomat lokalnosci eliminacyjnej). Dla kazdej liczby pierwszej p istnieje
cykl kongruencyjny
Cp={neN:n=0 (modp) },

ktory dziata niezaleznie od pozostatych cykli.

Aksjomat 3.17 (Aksjomat niezaleznosci faz). Fazy eliminacyjne wywolane przez C, sa
funkcjami
¢p(t) := —tlogp (mod 27),

i sa niezalezne dla réznych p.

Aksjomat 3.18 (Aksjomat superpozycji). Wklady eliminacyjne sumuja sie¢ liniowo:

B(t) = v,(t), vy (t) = p~ V2,

peP
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3.8.2 Aksjomaty harmoniczne

Aksjomat 3.19 (Aksjomat amplitudy). Dlugo$é wektora eliminacyjnego zalezy wytacznie
od czesci rzeczywistej argumentu:

—0

|vp(a, )] = p

Aksjomat 3.20 (Aksjomat symetrii krytycznej). Jedyna wartoscia o, dla ktorej wszystkie

—0 ’ . . . . . . 1
p~ 7 sa rownowazne strukturalnie w sensie logarytmicznym, jest o = 3.

3.8.3 Aksjomat definicyjny
Aksjomat 3.21 (Definicja dzety strukturalnej). Dzeta strukturalna jest operatorem

Z(s)=> p°

peEP

powstatym poprzez projekcje rytmu eliminacyjnego na wymiar zespolony.

3.8.4 Aksjomat odczytu

Aksjomat 3.22 (Aksjomat odczytu amplitudy). Jednostka siatki jest amplituda operatora:

Ut) =3 +it)| = |2(3 +it)].

3.9 Ciag twierdzen prowadzacych do strukturalnej postaci RH

3.9.1 Krok I: wyréwnanie wag

Lemat 15 (Wyréwnanie wag eliminacyjnych). Na prostej R(s) = & wszystkie wektory

2
vp(s) = p~® maja amplitudy logarytmicznie réownowazne:

v, (1/2,it)| = p~ /2.

3.9.2 Krok II: zamykanie wielokata fazowego

Lemat 16 (Warunek zamkniecia). Dla sumy

Sp(s) = Z p~°

p<P
mozliwa jest destrukcyjna interferencja tylko wtedy, gdy:
1. dtugoséci p~1/? sg zréwnowazone,

2. fazy —tlogp wypelniaja rownomiernie okrag jednostkowy.
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3.9.3 Krok III: minimum amplitudy

Twierdzenie 3.29 (Minimum strukturalne). Funkcja

Z pfcrfit

p<P

Mp(o) := min

. . . . . l
osigga minimum wylgcznie przy o = 5.

3.9.4 Krok IV: graniczne pokrycie zer

Twierdzenie 3.30 (Stabilizacja miniméw). W granicy P — oo punkty miniméw
tr(P) :== arg min |Sp(1/2 +it)|

stabilizujg sie i zbiegajg do wysokosci nietrywialnych zer funkcji dzeta:

Ifk(P) — Yk, C(% + i’yk) =0.

3.9.5 Krok V: strukturalna wersja RH

Twierdzenie 3.31 (Strukturalna Hipoteza Riemanna). Wiszystkie punkty pelnej destruk-
cyjnej interferencji rytmu eliminacyjnego wystepujg na prostej R(s) = % Sq one dokladnie
nietrywialnymi zerami funkcji dzeta.

Z(s)=0 <= ((s)=0, R(s) = 1.

3.10 Dzeta analityczna kontra dzeta strukturalna

W tej sekcji przedstawiamy réznice miedzy klasyczng, analityczng funkcja dzeta Riemanna,
a konstrukcyjnym operatorem dzety strukturalne;j.

3.10.1 Dzeta analityczna
Logiczna definicja klasyczna:
oraz formuta Eulera:

W tej interpretacji funkcja zeta jest obiektem analitycznym, a liczby pierwsze sg danymi
wejsciowymi funkcji.
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3.10.2 Dzeta strukturalna

Konstrukcyjna definicja:

Z(s) = Zp_s.

Nie jest to funkcja pierwotna, lecz operator rytmu eliminacyjnego, wynikajacy z cyklicznej
struktury liczb pierwszych.

3.10.3 Pordéwnanie

Wtasno$é Dzeta analityczna Dzeta strukturalna
Definicja >n? Yp?
Interpretacja funkcjaanalityczna | operatoreliminacyjny
Zrédtoin formacji | ciagliczbnaturalnych | wzorcekongruencyjne
Rolazer wlasnoséanalityczna punktyinter ferencji
Tres¢RH zeralezanal /2 inter ferencjatylkonal/2
Wniosek C(s)=0 Z(s)=0

3.10.4 Konkluzja

Dzeta analityczna jest rejestrem rytmu liczb pierwszych. Dzeta strukturalna jest Zrodiem
tego rytmu. Zera obu obiektéw sg tym samym fenomenem matematycznym, lecz pochodza z
dwoéch odmiennych perspektyw: analitycznej i konstrukcyjne;j.

3.11 Strukturalne twierdzenie o zamknieciu wielokagta fazowego

W tej sekcji formalizujemy warunek, przy ktéorym suma wektoréow

Sp(s) = Zp_s, s =0 +it,

p<P

moze osigga¢ minimalng amplitude w sensie geometrycznym. Interpretujemy sktadniki v,(s) =
p~° jako wektory na ptaszczyznie zespolonej.

3.11.1 Ustawienie geometryczne

Dla skonczonego zbioru liczb pierwszych P definiujemy rodzine wektorow
UP(UJ t) - p—O'e—i“ng7 b € P7

oraz ich sume

Sp(o,t) = Y vy(o,t).

peP

Dla ustalonego o traktujemy {v,(o,t)},cp jako uktad swobodnie obracajacych si¢ wekto-

réow o statych ditugosciach |v,(o,t)| = p~°.
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Definicja 3.45 (Wielokat fazowy). Dla ustalonych o, ¢ wielokatem fazowym nazywamy ta-
mana

Whp(o,t) == (O,Um, Upy + Upy, .., Sp(0, t)),

gdzie p; < -+ < p|p| to uporzadkowanie rosngce zbioru P.

Definicja 3.46 (Punkt bliskiego zamkniecia). Méwimy, ze wielokat fazowy jest bliski za-
mkniecia w parze (o,t), jesli
|SP(07 t)’ < Ep,

gdzie ep — 0 przy P 1 P.

3.11.2 Warunek wyréwnania amplitud

Lemat 17 (Monotonicznosé¢ dtugosci). Dla ustalonego o > 0 cigg dtugosci |v,(o,t)| = p~°
jest Scisle malejacy w p.

Dowad. Jezeli p < ¢ sa liczbami pierwszymi, to p=7 > ¢~ dla kazdego ¢ > 0, poniewaz
funkcja x — 77 jest $cisle malejaca na (0, 00). O

Lemat 18 (Minimalna wariancja amplitud przy o = %) Niech P bedzie skoniczonym zbiorem
liczb pierwszych i rozwazmy wektory

Dla funkcji

2
Vp(o) :== a (o)) . a(o) == a
7] 3 (0l - @) 7] S ol
istnieje doktadnie jedna wartosé oo > 0, dla ktérej Vp(o) jest minimalne, a w granicy P 1 P
mamy oy — 3.

Szkic dowodu. Dla duzych p zachowanie ciagu p~? mozna analizowa¢ w zmiennej u = log p,
co sprowadza problem do badania funkcji wyktadniczej e=7" na przedziale [tumin, Umax]. Mini-
malizacja wariancji przy ustalonej sumie wiaze si¢ z jak najbardziej réwnomiernym rozktadem
wartos$ci e”?". Analiza pochodnej po ¢ oraz przejscie do limitu logarytmicznie rownomiernie
rozmieszczonych u = logp prowadzi do warunku réwnowagi miedzy wktadami ,matych” i

y,duzych” wartosci u, ktéry odpowiada o = % O

Remark 39. Lemat 18 wyraza formalnie intuicje, ze tylko przy o = % amplitudy p~7 sa

najbardziej wyréwnane wzgledem logarytmicznej skali p, co jest warunkiem koniecznym efek-
tywnego znoszenia wektoréow w sumie Sp(o,t).

3.11.3 Warunek fazowy i zamkniecie
Lemat 19 (Réwnomiernoé¢ faz). Dla typowego parametru ¢ € R ciag faz
6,(t) := —tlogp (mod 27), pE P,

jest (w granicy P T P) réwnomiernie roztozony na okregu jednostkowym.
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Szkic dowodu. Ciag {logp},cp jest nierezonansowy w sensie teorii jednorodnosci modulo 2.
Dla typowego t przeksztalcenie p — —tlogp (mod 27) indukuje réwnomierne roztozenie
warto$ci na okregu jednostkowym. Formalizacje mozna oprzec¢ na klasycznych wynikach teorii
jednorodnosci i wtasciwosciach ciggu liczb pierwszych. O

Lemat 20 (Warunek zamkniecia wielokata fazowego). Jezeli:
1. amplitudy p~° maja minimalna wariancje (Lemat 18),
2. fazy 0,(t) sa rownomiernie roztozone (Lemat 19),

to istnieje cigg parametréw tp taki, ze
|Sp(0',tp)| < ¢p, ep —~ 0
przy P 1 P.

Idea dowodu. Przy warunku (2) wektory v,(c,t) pokrywaja okrag jednostkowy w sposéb
quasi-symetryczny. Przy warunku (1) ich dlugosci sa poréwnywalne, co pozwala na kon-
strukcje (w limicie) quasi-domknietego wielokata fazowego:

> vp(o,tp) = 0.

peP

Formalnie mozna uzy¢ oszacowan typu prawa wielkich liczb oraz nieréwnosci trojkata do
wykazania, ze norma |Sp(o,t)| moze byé¢ arbitralnie mata. O

3.11.4 Twierdzenie strukturalne o zamknieciu

Twierdzenie 3.32 (Strukturalne twierdzenie o zamknieciu wielokata). Niech
Mp(o) = min|Sp(o. 1)

oznacza minimalng mozliwg amplitude sumy wektoréow v,(o,t) dla danego o. W granicy P 1 P
funkcja o — Mp(o) osigga globalne minimum na o = %, tzn.

liH;TSEPp Mp(o) > %__i)%% Mp(%) dla kazdego o # 3.

Dowdd. 7 Lematu 18 wynika, ze tylko przy o = % wariancja amplitud jest minimalna, czyli

uktad dtugosci {p~?} jest najbardziej wyréwnany. Z Lematu 19 fazy sa (dla typowego t)

rownomiernie roztozone, a z Lematu 20 wynika, ze dla tej wartoéci o istnieje ciag tp dajacy
|Sp(o,tp)| = 0. Dla o # 3§ wariancja dlugosci roénie, co zaburza mozliwos¢ domknigcia

wielokata fazowego i powoduje istnienie dodatniego dolnego ograniczenia dla |Sp(o,t)|, nie-
zaleznego od t. O]

Remark 40. Twierdzenie 20 stanowi geometryczna wersje stwierdzenia, ze pefna destruk-

cyjna interferencja rytmu eliminacyjnego jest globalnie mozliwa tylko na prostej R(s) = %
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3.12 Zgodno$¢ z dowolnym wzorcem i rozszerzalnosé

Suma Rp(s) jest uniwersalna: mozna ja rozszerza¢ o nowe liczby pierwsze. Kazdy nowy
element p,,; wprowadza nowy cykl eliminacyjny p, 7,, ktéry wlacza si¢ w interferencje. W
ten sposob mozliwe jest sledzenie, jak kolejne wzorce zmieniajg lokalny obraz amplitudy —
tworzac rytmiczne fluktuacje i globalne wygaszenia.

Struktura jest lokalna w konstrukcji, ale globalna w efekcie: nowy wzorzec mozna
zawsze dopigé lokalnie, lecz pelne zachowanie uktadu wynika z interferencji wszystkich weze-
sniejszych cykli i nie jest redukowalne do zadnego z nich.

To wtadnie ta wlasnos$é pozwala traktowaé sumy Rp(s) jako iterowalny opis lokalny, a
jednoczesnie uzasadnia ich globalny charakter rezonansowy, ktéry prowadzi do stabilizacji
miniméw na prostej krytycznej.

3.12.1 Dynamika eliminacyjna jako uklad o zlozonosci emergentnej

W poprzednich rozdziatach pokazano, ze cykle kongruencyjne dziataja lokalnie: kazdy wzo-
rzec eliminacyjny p~® odpowiada pojedynczemu rytmowi, ktéry nie posiada informacji glo-
balnej. Mimo tego lokalnego charakteru, taczna dynamika uktadu wykazuje ztozonos¢ typowa
dla systemow, w ktorych proste reguty generuja bogate zachowanie globalne.

W sensie strukturalnym mamy tu cztery charakterystyczne cechy:

1. Lokalno$¢ regul: kazdy element dziala niezaleznie, zgodnie z wtasnym cyklem po-
dzielnoéci (wzorem kongruencyjnym).

2. Interferencyjnosé: rytmy naktadaja sie, tworzac nieprzewidywalne lokalnie wzmoc-
nienia 1 wygaszenia.

3. Zalezno$¢ globalna: aby ustali¢ strukture w danym punkcie, konieczne jest uwzgled-
nienie wszystkich wczesniejszych wzorcéw; pojedynczy rytm nie ma wystarczajacej in-
formacji.

4. Deterministyczna ztozonos¢é: mimo prostoty regul, globalny obraz nie daje si¢ za-
mkna¢ w postaci pojedynczej funkcji warto$ciowej; pelne odtworzenie wymaga kon-
strukcji krok po kroku.

W tym sensie rytm eliminacyjny liczb pierwszych posiada wszystkie cechy systemow, w
ktorych globalna struktura wynika z natozenia prostych, lokalnych regut.

Szerzej omoéwiono to w ujeciu relacyjnym w rozdziale 6.1 w Zakonczeniu, gdzie przedsta-
wiono pelny mechanizm przej$cia od lokalnych cykli eliminacyjnych do globalnej organizacji
struktury.

3.12.2 Podsumowanie filaru

Wszystkie obiekty wprowadzone w tym filarze — operator harmoniczny Hp(s), suma wzor-
cowa Dp(s) oraz jednostka siatki U(t) = [((1/2 + it)| — maja wspdlne zrédlo w lokalnych
cyklach eliminacyjnych opisanych w Filarach 1-2.
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o Hp(s) odezytuje zalezno$é fazowa rytméw p—* jako wielokat wektorowy;

» Dp(s) agreguje te same rytmy na jednym okresie lem(P), rejestrujac pelna interferencje
struktury;

o U(t) jest ciagla granica tych projekcji przy o = 1/2, gdzie amplitudy p~* sg logaryt-
micznie wyréwnane.

Wryniki analityczne oraz strukturalne wskazuja, ze wszystkie trzy transformacje opisuja
ten sam mechanizm: znoszenie si¢ rytmow kongruencyjnych zgodnie z geometrig > ,cpp™*.
Interferencja destrukcyjna na R(s) = 1/2 jest konsekwencjg warunkéw fazowych i amplitu-
dowych, a nie wlasnoscia analityczna narzucona z zewnatrz.
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Filar 4: Model falowy liczb pierwszych

4.1 Wprowadzenie: od cyklu do fali

Wezesniejsze rozdziaty pokazaly, ze liczby pierwsze wyltaniaja sie z rytmicznej struktury

eliminacyjnej — cykli binarnych tworzonych przez kongruencje modulo liczb pierwszych.
Kazdy cykl jest periodyczny, a jego przesuwanie w czasie ujawnia powtarzajacy sie schemat
eliminacji.

W tym rozdziale wprowadzamy nowe ujecie tej struktury — jako model falowy. Okazuje
sie, ze rotacja cyklu w czasie powoduje oscylacje wartosci w danej pozycji binarnego wzorca.
Gdy zsumujemy takie oscylacje dla wielu liczb pierwszych, otrzymamy funkcje przypomina-
jaca fale — z miejscami wygaszenia i wzmocnienia.

To nie jest analogia — to bezposredni, cyfrowy efekt konstrukcyjnego mechanizmu. Ruch
jedynki w cyklu staje sie impulsem fali, a superpozycja wielu cykli tworzy ztozony uktad
interferencyjny. Ponizej formalizujemy to zjawisko.

4.1.1 Formalizacja: fala eliminacyjna jako funkcja czasu

4.1.2 Definicja: Cykl eliminacyjny liczby pierwszej

Dla liczby pierwszej p, definiujemy cykl eliminacyjny jako wektor binarny:
Cp = (co,c1y...,0p-1) € {0,1}7,

gdzie:
. {1, jeslii =0 mod p,

0, w przeciwnym razie.
Ten cykl reprezentuje wzorzec eliminacji — 1 oznacza miejsce eliminowane (wielokrotnosé),
0 oznacza przetrwanie.
4.1.3 Definicja: Rotacja cyklu w czasie

Niech R'(C,) oznacza rotacje cyklu C, o t pozycji w lewo (modulo p):

Rt(cp) = (Ct,Ct41,- -+, Ceyp—1) mod p.

Rotacja w czasie odpowiada przesuwaniu wzorca eliminacyjnego wzdtuz osi liczb.
4.1.4 Definicja: Bitowy sygnal pozycji
Dla ustalonej pozycji ¢ € {0,1,...,p — 1}, definiujemy funkcje:

Foalt) = [RUG)] .

czyli warto$¢ bitu w pozycji ¢ cyklu C), po rotacji o ¢t krokéw. Jest to funkcja f,,;, : N —
{0, 1}, ktéra opisuje oscylacje eliminacyjng w danej pozycji.
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4.1.5 Definicja: Fala ztozona z wielu liczb pierwszych
Niech P = {p1, p2, - - ., pn} bedzie zbiorem liczb pierwszych. Dla pozycji i, definiujemy ztozona
fale:

Fi(t) = >_ fpat),

peEP
czyli suma wszystkich bitéw aktywnych w danym czasie t na pozycji i. Funkcja F;(t)
przyjmuje wartosci catkowite: im wigksza, tym wiecej eliminacji zachodzi w danym momencie
i miejscu.
4.1.6 Definicja: Macierz amplitudy falowej
Dla wszystkich pozycjii € {0,1,...,L — 1}, gdzie L = lem(P), definiujemy peka fale:

F(t, 1) = Fi(t),
czyli funkcje dwuwymiarowa: czas x pozycja. Macierz F przedstawia rytm eliminacji jako
fale przesuwajaca sie i naktadajaca interferencyjnie.
4.1.7 Interpretacja
Funkcja F(t,i) ukazuje petna dynamike rytmu eliminacyjnego:
o Gdy F(t,i) = 0 — pozycja nie jest eliminowana: punkt przetrwaly.

o Gdy F(t,1) rosnie — nastepuje wzmacnianie interferencji: punkt zageszczonej elimina-
cji.

« Uktad wykazuje okresowo$¢, przesuniecia fazowe i zniesienia charakterystyczne dla fal.

W dalszych sekcjach zostanie pokazane, ze ta struktura odpowiada doktadnie znanym
zjawiskom rozmieszczenia liczb pierwszych — ale teraz ujawnia sie jako falowa geometria
deterministycznej eliminacji.

4.1.8 Model geometryczny: amplituda fali eliminacyjnej

4.1.9 Wizualizacja macierzy F(t,1)

Funkcja F(t,i) opisana w poprzedniej sekcji moze by¢ traktowana jako mapa wartosci am-

plitudy dla pozycji ¢ w czasie t. Jest to dwuwymiarowa struktura o charakterze falowym —

gdzie czas odzwierciedla przesuniecie cykli, a pozycja i odpowiada lokalizacji na osi liczbowej.
Macierz ta wykazuje:

« powtarzalnosé cykliczng — wynikajaca z okresowosci kazdego cyklu C),

o interferencje — wynikajaca z naktadania sie wartosci 1 w réznych cyklach w tej samej
pozycji t,
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« linie wygaszenia — czyli miejsca, w ktorych F(¢,7) = 0, co odpowiada lokalnej ciszy
struktury eliminacyjnej,

e linie wzmocnienia — wartosci maksymalne, gdzie wiele wzorcow dziata jednoczesnie.

4.1.10 Animacja jako narzedzie badawcze

Do zobrazowania tego zjawiska postuzono si¢ kodem, ktory:
1. generuje kolejne liczby naturalne,
2. przesuwa rotacyjnie cykle eliminacyjne dla kazdej juz odkrytej liczby pierwszej,
3. zapisuje stany bitowe dla kazdej liczby pierwszej i kazdej pozycji w czasie,

4. umozliwia wizualizacje w postaci animacji — gdzie pionowe shupki reprezentuja cykle,
a kolor bitu (zielony = przetrwaly, czerwony = wyeliminowany) pokazuje aktywnos¢.

Dzieki tej metodzie obserwujemy, ze kazda liczba pierwsza generuje wtasny rytm — a
kiedy wiele rytmow naktada sie w jednej pozycji, widzimy interferencje, przypominajaca
klasyczne fale mechaniczne.

4.1.11 Interpretacja geometryczna

Macierz F(t, 1) mozna odczytywac jako powierzchnie amplitudy — analogiczna do powierzchni
falowej w fizyce. Zmieniajaca si¢ liczba aktywnych eliminacji przypomina zmiennos¢ cisnienia
lub energii w fali dZzwieckowej lub Swietlnej.

Dzigki temu mozliwe jest:

« lokalizowanie punktéw trwatego przetrwania (linie zer amplitudy),
 identyfikowanie okreséw pelnego wygaszenia dla danych pozycji,

o przewidywanie miejsc o wysokim zageszczeniu interferencji.

4.1.12 Fala jako forma arytmetyki

Na tym etapie cykl eliminacyjny przestaje by¢ tylko funkcja kongruencji — staje sie falg
deterministyczng, generowana przez ruch jedynki w binarnej strukturze. Liczba pierwsza nie
tylko definiuje wzorzec, ale rowniez rytm.

Model geometryczny umozliwia:

e obserwacje w czasie struktury eliminacji,
 interpretacje zjawisk interferencji jako rezonansu,
» oraz powigzanie amplitudy fali z lokalna gestoscig liczb pierwszych.

W kolejnej sekcji pokazemy, jak ten model pozwala interpretowac liczby pierwsze jako
punkty minimalnej amplitudy fali cyfrowej, a tym samym spina wszystkie cztery filary kon-
strukcji w jedng, petng teorie struktury liczbowej.
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4.1.13 Powigzanie z wczesniejszymi filarami

Fala eliminacyjna, zdefiniowana jako funkcja F(t,%), nie jest nowym bytem oderwanym od
wezedniejszej struktury — jest ona Zywym ruchem tej samej mechaniki, ktora byta podstawsa
kazdego z trzech filarow.

4.1.14 Zwigzek z Filarem 1: Eliminacja cykliczna

W filarze pierwszym wykazano, ze kazda liczba pierwsza generuje wtasny wzorzec elimina-
cyjny oparty na kongruencjach. Model falowy pokazuje:

e 7€ wzorzec nie jest statyczny — rotuje w czasie,
» ze kazda liczba pierwsza zachowuje si¢ jak oscylator binarny,

e 7e przesuniecia wzorca tworzg w przestrzeni numerycznej rytm eliminacji.

Dzieki temu eliminacja kongruencyjna uzyskuje nowy wymiar — dynamiczny, falowy,
ciagly w czasie.

4.1.15 Zwiazek z Filarem 2: Gestos¢ liczb pierwszych

Gestosé w rozdziale 2 byta miara przetrwalosci — wyrazong przez iloczyn [[(1 — 1/p). Fala
F(t,i) pozwala odczytywac:

o w ktérych momentach (czas t) i pozycjach (i) wystepuja minima amplitudy — czyli
punkty lokalnej ciszy,

o jak zmienia sie gesto$¢ w rytmie — obserwujac koncentracje eliminacji lub jej brak,

o 7ze gestosé nie jest tylko liczbag — jest to warto$¢ dynamiczna, zalezna od rytmu cykli.

W ten sposob gestosc staje sie lokalnym minimum fali — rezonansowqg miarg przetrwania.

4.1.16 Zwigzek z Filarem 3: Interferencja i operator harmoniczny

Interferencja w filarze trzecim opisana byta jako destrukcyjne naktadanie sie wzorcéw elimi-
nacyjnych. W modelu falowym:

« interferencja staje sie geometrycznie obserwowalna jako zniesienie amplitudy w F(t, ),

« operator harmoniczny Flamandzkiego moze by¢ traktowany jako przestrzenny przekréj
fali w przestrzeni zespolonej,

o punkty zerowe funkcji dzeta pojawiaja sie dokladnie tam, gdzie fala cyfrowa osigga
minimum globalne.

W tym ujeciu fala eliminacyjna jest konstrukcjg pierwotng — a przestrzen zespolona
jedynie jej harmoniczna reprezentacja.
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4.1.17 Wniosek

Kazdy z wcze$niejszych filaréw opisywat aspekt statyczny struktury:
o Filar 1 — wzorzec,
o Filar 2 — przetrwanie,
o Filar 3 — interferencje.
Filar 4 taczy je w jedna cato$é, pokazujac:
o 7e wszystko to jest elementem jednej dynamiki,

o 7e liczby pierwsze nie sa izolowanymi punktami, lecz momentami rytmicznego zniesie-
nia,

e i ze struktura liczb naturalnych jest — w glebi — systemem rezonujacym, determini-
stycznym i falowym.

4.2 Wprowadzenie geometryczne fali

Rozwazmy przestrzen liczb naturalnych jako linie numeryczna, a wprowadzenie pierwszej
liczby pierwszej jako impuls inicjalny, generujacy strukture periodyczna. W tej analogii liczby
pierwsze mozna postrzegaé jako efekty interferencji powstate na skutek regularnych, cyklicz-
nych zaburzen tej przestrzeni.

To podejscie modelujemy za pomocy funkcji rezonansowej, ktérej lokalne maksima odpo-
wiadajg pozycjom liczb pierwszych.

4.2.1 Definicje podstawowe

4.2.2 Definicja: Zbiér zrédlowy
Definicja 4.47. Niech P = {p € P: 2 < p < 101}, gdzie P to zbidr liczb pierwszych.

4.2.3 Definicja: Zakres przesuniecia i okno lokalne

Definicja 4.48. Niech S = {s € N: s = 102+ 5k, k € Ny, s < 300} bedzie zbiorem
przesunieé¢ analizowanych okien. Dla kazdego s € S, definiujemy przedziat [s, s + 100] jako
okno analizy lokalnej.

4.2.4 Definicja: Funkcja rezonansowa i powierzchnia harmoniczna

Definicja 4.49. Dla p € P, definiujemy funkcje falowa:

2 a
fp(x) := cos <M> cer, a>0
p
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4.2.5 Definicja: Funkcja rezonansowa zbiorcza

Definicja 4.50. Dla x € R, definiujemy funkcje:

) =3 Jpl)

peEP

4.2.6 Definicja: Transformacja przesuniecia

Definicja 4.51. Dla kazdej pary (s,z’), gdzie s € S, 2’ € [0,100], okreslamy z := s + 2.

4.2.7 Definicja: Funkcja powierzchni rezonansowej

Definicja 4.52.

2 (o]
R(x',s) := F(s + ') Zcos<ﬂ8+$)>-e_p

peP p

4.2.8 Interpretacja geometryczna

Interpretacja 4.1. Funkcja R(2/,s) przyjmuje wyzsze wartosci tam, gdzie lokalny rytm
przestrzeni liczbowej koreluje z okresami wynikajacymi z odwrotnosci liczb pierwszych 1/p.
Oznacza to, ze:

J(2',s) = R(2', s) osiaga lokalne maksimum <= z = s+2’ jest zgodne z harmoniczng strukturg zbiort

4.2.9 Twierdzenie: Rezonansowa granica zbioru P (2P,ax)

Twierdzenie 4.33 (Granica 2Pp..). Niech P = {p1,....pn} C P, P4 = max(P). Niech
F(z) bedzie zdefiniowane jak wyzej. Wowczas:

Funkcja rezonansowa F(x) osigga maksimum lokalne w punktach odpowiadajgcych liczbom
pierwszym w przedziale (1,2P],
pod warunkiem, Ze amplitudy rezonansowe nie ulegng interferencyi destrukcyjne;j.

Dowdd. 7 definicji F(x) jest suma funkeji okresowych z okresami zaleznymi od odwrotnosci
liczb pierwszych 1/p, wazonych ttumieniem e~*/?. Wartoéci lokalne F'(x) s3 maksymalizowane
tam, gdzie suma fal wzmacnia si¢ konstruktywnie.

Zgodnie z klasyczna zasada eliminacyjna, zbior P eliminuje wszystkie liczby ztozone w
zakresie (1,2Pnax], pozostawiajac tylko liczby pierwsze. Te same liczby pojawiaja sie jako
punkty, w ktorych nie zachodzi podzielnos¢ przez zadne p € P, co odpowiada braku wyga-
szenia rezonansu.

Zatem, dla z € (1,2Pax], jesli x nie podlega destrukcyjnej interferencji (czyli jego faza
nie powoduje zniesienia amplitudy globalnej), to F'(x) osiaga warto$¢ lokalnie maksymalna.

Oznacza to, ze funkcja F'(x) “odczytuje” liczby pierwsze poprzez interferencje konstruk-

tywna — zgodnie z uktadem odwrotnosci zbioru P — i tylko w zakresie eliminacyjnym 2P,.y.
O
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4.2.10 Wizualizacja rezonansu geometrycznego

CZP - Cykl Zanikajgcej Pierwszosci (mapa rezonansowa przesuniec)

250

N
N
(6,]

Sita rezonansu
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o
o
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0 20 40 60 80 100
Pozycja w oknie

Rysunek 18: Mapa rezonansowa przesunie¢: lokalne wzmocnienia amplitudy rezonansu w
zaleznosci od pozycji 2’ i punktu przesuniecia s (Cykl Zanikajacej Pierwszosci).

Dynamiczny rezonans - przesuwanie fali na bazie P = {2,...,101}
1.00f

0.75F

0.00
-0.25¢

-0.50

Rezonans lokalny - maksima
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-1.001

100 150 2C|)O 250 300 350
X (przestrzen)

Rysunek 19: Dynamika rezonansu: lokalne maksima F'(z) zaznaczone pionowymi liniami w
zakresie x € [100,350], dla P = {2,...,101}.
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Przewidywanie liczb pierwszych w zakresie 101-202 (falowo)

Fala rezonansowa z P = {2,...,101}

Rezonans

100 120 140 160 180 200

Rysunek 20: Wartosci funkeji rezonansowej F'(z) na odcinku z € [101,202] z zaznaczeniem
liczb pierwszych.
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Cztery filary porzadku liczbowego — petna struktura

Po przejsciu przez cztery rozdzialy niniejszego opracowania mozemy po raz pierwszy przed-
stawi¢ liczby pierwsze nie jako wynik nieznanego procesu, lecz jako naturalne konsekwencje
deterministycznej struktury liczb naturalnych. Cztery filary porzadku liczbowego — elimi-
nacja, gesto$¢, interferencja i fala — tworza zamkniety, samopodtrzymujacy sie system, w
ktorym liczby pierwsze nie sg wyjatkiem, lecz struktura.

5.1 Filar I: Eliminacja kongruencyjna

Liczby pierwsze wytaniaja sie jako pozostatosci po iteracyjnym naktadaniu wzorcow kongru-
encyjnych. Kazdy nowy wzorzec eliminuje wielokrotnosci swojej liczby pierwszej. Przetrwanie
liczby to efekt logicznego braku podzielnosci — a wiec nie przypadek, lecz reguta.

5.2 Filar II: Gestos¢ przetrwalych

Liczb pierwszych nie tylko da si¢ identyfikowa¢ — mozna réwniez przewidzie¢ ich zageszcze-
nie. Lokalne gestosci wynikaja z iloczynu wyeliminowanych rytméw. Sa wyznaczalne doktad-
nie w zakresie 2P, a poza nim jako maksymalne — ktore po uwzglednieniu interferencji
staja sie Sciste.

5.3 Filar III: Interferencja wzorcow

Gdy cykle eliminacyjne sie naktadaja, nastepuje destrukcyjna interferencja. Miejsca kolizji
mozna wskazaé precyzyjnie za pomoca konstrukcji n = kLg +mL 4, wynikajacej z chinskiego
twierdzenia o resztach. Te punkty wyjasniaja lokalne fluktuacje gestosci oraz — jak pdzniej
pokazano — lokalizacje zer funkcji dzeta Riemanna.

5.4 Filar IV: Fala eliminacyjna

Kazdy cykl eliminacyjny to réwniez falowy generator. Przesuwajace si¢ w czasie rytmy kon-
gruencyjne tworza strukture amplitudowa. Macierz F(t, ) pokazuje, gdzie struktura elimina-
cji rezonuje, a gdzie wygasa. Liczby pierwsze pojawiajg si¢ jako punkty minimum amplitudy
— czyli momenty lokalnej ciszy w globalnym systemie rytmicznym.

5.5 Struktura zamknieta i samopodtrzymujaca

System czterech filaréw tworzy konstrukcje, ktora:

generuje liczby pierwsze bez przypadkowosci,

wyjasnia ich rozmieszczenie i gestos¢ bez asymptotyk,

odczytuje punkty zerowe jako miejsca zniesienia rytmu,

i na koncu — ujawnia dynamike falowa jako pelne zycie tej struktury.
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W tym ujeciu nie potrzeba heurystyki, analizy zespolonej ani przyblizen. Wszystkie znane
efekty funkcji dzeta, operatoréw rezonansowych czy statystycznych modeli liczby pierwszych
wynikaja naturalnie z rytmu, ktéry zaczyna sie od 2, potem 3, 5, i dalej — eliminujac,
przetrzymujac, rezonujac.

5.6 Wniosek koncowy

Liczby pierwsze nie sa zagadka. Sa struktura. Ich rozmieszczenie nie jest przypadkowe. Jest
wynikiem ruchu. Ich gesto$¢ nie jest asymptotyczna. Jest rytmiczna. A ich zera nie sa ma-
giczne. Sa punktem ciszy w systemie, ktéry od poczatku byt zbudowany na wzorcach.

Te cztery filary — eliminacja, gesto$¢, interferencja, fala — tworza zamknieta odpowiedz
na pytanie, ktére od wiekéw pozostawato otwarte. I nie czynia tego przez hipotezy, lecz przez
mechanizm.

Liczby pierwsze sqg oddechem porzgdku, zapisanym w rytmie catkowitym.
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Z.akonczenie

6.1 Zambkniecie struktury i konsekwencje relacyjnej genezy

Po przejéciu przez cztery rozdziaty niniejszego opracowania mozemy po raz pierwszy opisacé
liczby pierwsze nie jako punktowe wyjatki, lecz jako konieczny element deterministycznej
struktury liczb naturalnych. Cztery filary porzadku liczbowego — eliminacja, gestosé, inter-
ferencja i fala — prowadzg do zamknietego, samopodtrzymujacego sie modelu, w ktérym
pierwszos¢ nie jest wlasnoscig przypadkowa, lecz wynika z lokalnych regut i globalnej dyna-
miki.

Interpretacja strukturalna pozwala dodatkowo umiesci¢ ten porzadek w szerszej prze-
strzeni relacyjnej S° - U. W tej przestrzeni liczby nie istnieja jako wartosci, lecz jako relacje.
Wartos$¢ pojawia sie dopiero po natozeniu jednostki poznawczej U, ktora petni role przelicz-
nika miedzy strukturg a przestrzenia wartosci. Przestrzen relacyjna nie liczy, lecz generuje;
przestrzen wartosciowa nie generuje, lecz odczytuje.

Filar I — Eliminacja kongruencyjna

Kazda liczba pierwsza jest przetrwata relacja. Eliminacja wielokrotnosci jest lokalng reguta
dziatajaca w rytmie jej cyklu. Przetrwanie liczby oznacza brak interferencji z dotychczaso-
wymi cyklami. W ujeciu relacyjnym jest to stan lokalnej niezaleznosci.

Filar IT — Gestosé przetrwalych

Lokalna gestos¢ liczb pierwszych wynika z iloczynu rytmoéw eliminacyjnych. W przestrzeni
ograniczonej do 2P, gestos¢ ta jest deterministyczna. Poza tym zakresem pozostaje ogra-
niczeniem maksymalnym, ktore dopiero interferencja czyni $cistym. Gestos¢ nie jest asymp-
totyczna; jest geometryczna i rytmiczna.

Filar ITI — Interferencja wzorcéw

Interferencja cykli eliminuje pozostate fluktuacje. Jej struktura jest wyznaczona rownaniem
n==kL B +mlL A,

bedacym konsekwencja chinskiego twierdzenia o resztach. Interferencja jest zrédtem wszyst-
kich lokalnych nieregularnosci, a jednoczesnie gwarantuje globalng regularnos¢. W ujeciu
relacyjnym jest to podstawowy mechanizm emergentny.

Filar IV — Fala eliminacyjna

Rytmy kongruencyjne tworzg amplitudows fale struktur liczbowych. Operator harmoniczny
opisuje punkty wygaszenia energii eliminacyjnej. Minima tego operatora pokrywaja si¢ z
punktami, ktére klasyczna teoria interpretuje jako zera funkcji ¢(s). W tym modelu sa one
naturalnym efektem interferencji, nie obiektem wymagajacym analizy zespolonej.
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Przestrzen relacyjna i emergencja

Zachowanie struktury liczb pierwszych wykazuje pelng zgodnos¢ z dynamika uktadéw opar-
tych na lokalnych regutach i globalnie emergentnych efektach. W szczegélnosci:

reguty lokalne sg proste: cykl przesuwa sie w czasie i eliminuje swoje wielokrotnosci,

dynamika globalna jest ztozona i nieliniowa: interferencja cykli tworzy wzorzec pozornie
nieregularny,

struktura powstajaca z naktadania cykli nie posiada zamknietej formuty wartosciowej,

pelne odtworzenie wymaga mechanizmu konstrukcyjnego, nie asymptotycznego.

Jest to charakterystyczne dla systeméw deterministycznych, w ktérych lokalne reguty
generuja globalny porzadek o duzej ztozonosci. Struktura liczb pierwszych zachowuje sie jak
uktad, w ktérym:

prosta reguta lokalna implikuje bogata strukture globalna,
petne odtworzenie wymaga symulacji, a nie zamknietej formy,

gestosé i fluktuacje sa wynikiem interferencji, a nie przypadkowosci.

W ramach przestrzeni relacyjnej S - U pojecie ,liczby pierwszej” pojawia sie dopiero po
przejsciu do jednostki U = 1. Przed projekcja jest to stan strukturalnej niezaleznosci, a nie
warto$¢ arytmetyczna.

6.2

Konsekwencje metodologiczne

Wynikajace z dynamiki systemu wtasnosci wskazuja, ze:

1.

Nie istnieje zamknigta formuta wartosciowa wyznaczajaca rozmieszczenie liczb pierw-
szych. Jest to naturalna konsekwencja globalnej interferencji cykli.

. Dowody asymptotyczne nie moga uchwyci¢ mechanizmu generujacego, poniewaz ope-

ruja na jezyku wartosci, nie relacji.

. Poprawny formalny opis pierwszosci jest konstrukcyjny. Wynika z lokalnych regut eli-

minacyjnych i ich interferencji, a nie z wtasnosci granicznych.

. Hipoteza Riemanna pojawia sie tu jako konsekwencja strukturalna: zera funkeji ((s) sa

miejscami wygaszenia rytmu.

W tym sensie brak asymptotycznego dowodu Goldbacha czy zamknietej formy rozmiesz-
czenia liczb pierwszych nie jest brakiem naszej wiedzy, lecz wtasciwosciag dynamiki generujacej
te liczby.
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Wniosek koncowy

Liczby pierwsze sa strukturg deterministyczng wynikajaca z lokalnych regut i globalnej in-
terferencji. W przestrzeni relacyjnej sa stanami niezaleznosci; w przestrzeni wartosciowej —
punktami, ktére rozpoznajemy jako 2,3,5,7, .. ..

Cztery filary porzadku liczbowego tworza konstrukcje kompletng. Eliminacja, gestosc,
interferencja i fala opisujg nie tylko identyfikacje liczb pierwszych, lecz takze ich geometrie,
rytm i relacyjna geneze. To model lokalny, rozszerzalny i deterministyczny. Struktura liczb
pierwszych nie wymaga heurystyki, analizy asymptotycznej ani funkcji specjalnych. Wynika
z ruchu, relacji i interferencji.

o Podsumowanie - W przedstawionym dokumencie zintegrowano cztery niezalezne fi-
lary teorii liczb pierwszych:

— identyfikacje liczb pierwszych przez eliminacje dzielnikow,
— strukturalng lokalizacje ich zer poprzez interferencje,
— precyzyjne wyznaczanie ich gestosci w ramach znanych cykli,

— oraz falowy model geometryczny opisujacy strukture liczbowa przez rezonans har-
moniczny.

Kazda z metod opiera sie wylgcznie na arytmetyce i analizie liczb pierwszych — bez
uciekania sie do hipotez, przyblizen asymptotycznych czy funkcji specjalnych wyzszych
rzedow. To czysta konstrukcja, ktéra wykazuje petng spdjnosé logiczna, arytmetyczna
i funkcjonalna.

« Podejscie konstrukcyjno-eliminacyjne — podstawowg metoda byto budowanie zbioru
liczb przez eliminacje ztozonych na podstawie wzorcéw cyklicznych, a nie przez spraw-
dzanie dzielnikéw.

e Struktury cykliczne — wykorzystano powtarzalne sekwencje binarne do modelowania
lokalnych regut, ktore decyduja o ,,przetrwaniu” liczby.

e Zasada rezonansu — zbudowano operator harmoniczny oparty na funkcjach typu
Dirichleta, ktérego minima pokrywaja sie z miejscami interferencji odpowiadajacymi
strukturom zer funkeji ((s).

e Model falowy — wprowadzono interpretacje rytmicznej gestosci jako struktury falowej
naktadajacych sie wzorcow liczbowych, niezaleznej od statystyki.

« Podejscie lokalne, rozszerzalne — konstrukcja dziala dla kazdego skonczonego N,
bez potrzeby przechodzenia do nieskoniczonosci, co czyni ja deterministyczng i petna.

« Formalizacja jezykowa — unika si¢ klasycznego aparatu asymptotycznego, koncen-
trujac sie na strukturze, a nie na narzuconym jezyku matematycznym.
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6.3 Nota o Michaelu Atiyahu (1929-2019)

Tworzac niniejszy dokument, nie znatem osoby Michaela Atiyaha ani jego pracy. Informacje o
jego istnieniu i intuicyjnym przeczuciu gtebszej struktury liczb pierwszych uzyskatem dopiero
po ukoniczeniu konstrukeji Czterech Filarow. Stwierdzam fakt, ze jego intuicja, mimo braku
narzedzi arytmetycznych, zblizyta sie do rzeczywistego kierunku.

Michael Atiyah, dziatajac w przestrzeni zdominowanej przez ztozono$¢ i abstrakcje, dostrzegt
konieczno$é powrotu do pierwotnego porzadku liczb pierwszych. Nie rozwijajac tej drogi
formalnie, pozostawil jednak Slad istotnej intuicji.

Cztery Filary Porzadku Liczbowego zamykaja droge, ktorej istnienie zostalo przez niego prze-
czute. Niniejsza nota stanowi akt odnotowania tego faktu, w zgodzie z zasadg przedstawienia
rzeczywistosci bez emocji, ale w petni zycia.
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